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[...] vous, ô math�ematiques concises, par l'en-
châ�nement rigoureux de vos propositions tenaces
et la constance de vos lois de fer, vous faites luire,
aux yeux �eblouis, un re
et puissant de cette v�erit�e
suprême dont on remarque l'empreinte dans l'ordre
de l'univers.
Comte de Lautr�eamont (Maldoror, Chant deuxi�eme)

Il n'est jamais probl�eme qui n'ait un cadeau pour
toi entre ses mains. Tu cherches des probl�emes parce
que tu as besoin de leurs cadeaux.

Richard Bach (Illusions)
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R�esum�e

Trois probl�emes li�es �a la transmission d'un signal num�erique et aux
codes correcteurs d'erreur sont �etudi�es, seul le cas du train binaire avec
ou sans information souple et des codes lin�eaires binaires est trait�e.

Le premier et le plus classique de ces trois probl�emes, le d�ecodage, a
�et�e abondamment �etudi�e par le pass�e, et sous des angles fort di��erents.
Dans cette �etude, l'objectif prioritaire est la meilleure utilisation possible
du canal. La complexit�e du d�ecodage vient ensuite.

Pour cette raison, nous �etudierons les codes lin�eaires binaires g�en�eraux
(al�eatoires) de grande longueur, qui o�rent les meilleures propri�et�es spec-
trales; et leur d�ecodage �a quasi-maximum de vraisemblance qui permet
d'atteindre les taux d'erreur les plus bas tout en coûtant moins cher que
le d�ecodage complet.

L'ambition de mettre au point l'algorithme le plus e�cace pour venir
�a bout du probl�eme (NP-complet) pos�e par ce d�ecodage a continuelle-
ment guid�e les choix bibliographiques et l'angle d'�etude. Finalement, une
solution est propos�ee qui semble e�ectivement la meilleure �a ce jour.

Les deux autres probl�emes: la d�etection et la reconnaissance de code
sont en revanche originaux en ce sens que tr�es peu de litt�erature leur est
consacr�ee. Ils consistent, en observant un train binaire issu d'une trans-
mission sur un canal bruit�e, �a d�eterminer si un code lin�eaire binaire a �et�e
utilis�e pour porter le signal (d�etection), et si oui, lequel (reconnaissance).

On montrera que le probl�eme est NP-complet, et l'on consid�erera ses
di��erents aspects. Une �etude est ensuite men�ee sur la bonne mani�ere de
r�esoudre une cat�egorie plus vaste de probl�emes comprenant ces deux l�a:
les probl�emes de d�etection et de reconnaissance.

Un certain pragmatisme accompagne la mise au point de solutions, en
même temps qu'un souci d'optimalit�e et de g�en�eralit�e. Mais ces solutions
sont par nature perfectibles et ne seront sugg�er�ees qu'apr�es avoir donn�e
les outils qui permettront �a tout un chacun de mettre au point sa propre
solution.
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Avertissement

D'aucuns, qui me feront toutefois l'honneur de me lire, trouveront pr�eten-
tieux de ma part d'avoir ins�er�e au d�ebut de chaque chapitre d'illustres citations
litt�eraires. Non pas qu'ils pensent s�erieusement que ((je mets côte �a côte mes
�ecrits et ceux de Moli�ere ou Shakespeare parce que j'estime qu'ils sont d'essence
comparable)) (la vrai raison est bien-sûr que ((tous ces auteurs peuvent être pour
moi des sources d'inspiration que je souhaiterais partager))), mais le simple fait
d'avoir envisag�e cette id�ee monstrueuse, même s'ils l'ont imm�ediatement rejet�ee,
perturbe encore leur jugement.

D'autres trouveront cela simplement ind�ecent, j'accepte plus volontiers cette
critique.

Mais �ecrire, même une th�ese, dans le but d'être lu, n'est-il pas toujours
pr�etentieux et ind�ecent? En �ecrivant, on se r�ev�ele au lecteur, ce qui est ind�ecent;
et l'on entend par l�a l'enrichir ou le changer, ce qui est pr�etentieux.

Il me semble quant �a moi que je suis moins �a même que les auteurs que je
cite, d'enrichir ou de changer le lecteur, qui je l'esp�ere, daignera s'attarder sur
leurs v�en�erables pens�ees, pour y d�ecouvrir, cr�eer du sens. Ce n'est pas pour une
autre raison que leurs esprits sont invoqu�es, et cette substitution me parâ�t être
le contraire d'ind�ecence et pr�etention.

Quoi qu'il en soit, la libert�e de juger ne saurait être enfreinte par cet aver-
tissement; je m'en remets au lecteur avec abandon.
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Introduction g�en�erale

Cette th�ese fut le plaisir et la chance de trois ann�ees consacr�ees �a me poser les
questions essentielles et fondatrices de la th�eorie de l'information. Elle m'a o�ert
le recul des quelques cinquante ann�ees de r�eponses apport�ees �a ces questions, de
synth�eses et de cr�eations qui ont enthousiasm�e deux g�en�erations de chercheurs
(et la troisi�eme, qui �ecrit ses th�eses, voit cela d'un bon oeil).

Enthousiasme parce qu'il s'agit l�a d'une discipline assez nouvelle, accessible
et utile, ce qui n'est pas si fr�equent; mais surtout parce que cette discipline est,
�a de beaux �egards, intellectuellement exaltante: en ayant la puret�e des math�e-
matiques, mais �egalement en donnant lieu, comme les sciences de la nature, �a
l'�elaboration de mod�eles devant ((coller)) �a une r�ealit�e empirique dont le d�etail
in�ni nous �echappe; ou encore, �eventuellement, en e�eurant m�etaphysiquement
la question du verbe ou celle du temps.

Mais elle m'a surtout demand�e de me construire une id�ee intuitive du train
binaire, de ce que les lois des grands nombres ont �a o�rir �a la dichotomie, �a
la dualit�e, �a la dialectique, �a l'opposition, �a la ((non unit�e)). Le train binaire
a ses lois, dict�ees par le hasard, sa m�ecanique statistique. Ses �el�ements, �nis,
binaires, ob�eissent en groupe aux exigences de l'in�ni, et leur demander d'ob�eir
individuellement �a d'autres exigences coûte, quoi qu'il en soit, de l'�energie, ne
serait-ce qu'un quantum.

La th�eorie de l'information fait l'�etude de ces lois, de cette �energie, dans
le but de l'�economiser et d'accrô�tre les possibilit�es du train binaire, avec pour
mati�ere premi�ere la combinatoire, et pour ouvri�ere l'algorithmique.

Il aurait pu s'agir d'�etudier le d�etail d'abstractions math�ematiques fantas-
tiques, aux propri�et�es alg�ebriques puissantes, manipulables avec virtuosit�e par
l'algorithmique, qui ont repr�esent�e un centre d'int�erêt de premier ordre pour la
recherche durant ce demi-si�ecle.

Il s'est agi au contraire de bien mesurer les limites de l'algorithmique, de
se contenter de juste assez de structure alg�ebrique pour pouvoir utiliser une
repr�esentation concise, d'ignorer les singularit�es aux bonnes propri�et�es pour se
consacrer �a une vaste classe d'objets auxquels un maximum d'autres puissent
se ramener. Sur ce terrain, au sein de cette g�en�eralit�e, l'algorithmique est d'une
nature exponentielle, et l'on s'accorde avec bon sens (même si aucune preuve ne
semble vouloir se d�evoiler) �a dire que c'est incontournable.

Cette th�ese fut avant tout, et sera peut-être pour certains lecteurs malgr�e
les limites de ce manuscrit, en quelque sorte une descente en profondeur dans le
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monde des codes correcteurs d'erreurs, et plus particuli�erement de l'association
train binaire cod�e lin�eairement / bruit gaussien; une appropriation par l'intui-
tion de ce qui di��erencie ce train binaire cod�e, malgr�e son couplage avec un
ph�enom�ene stochastique et les distorsions qu'il pourra subir, d'un ensemble de
tirages �a pile ou face; et ce, dans le but de pouvoir extraire l'information que
porte cette di��erence.

Elle fut donc �egalement, et c'est essentiellement ce que l'on trouvera dans ce
document, une �etude des outils algorithmiques qui pourront nous y aider et une
contribution �a les perfectionner, et �a repousser les limites que leur exponentialit�e
nous impose (outrageusement), quitte �a parfois combattre le mal par le mal, la
stochasticit�e par la stochasticit�e.
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Premi�ere partie

D�ecodage
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Introduction

La probl�ematique li�ee aux codes correcteurs a suscit�e et suscitera certaine-
ment encore longtemps une �etonnante d�epense d'�energie intellectuelle, d'argent
et de tr�esors de subtilit�e scienti�que.

Il s'agit d'optimiser encore et toujours des concepts li�es �a la qualit�e d'une
transmission d'information et de d�eterminer les limites que l'on ne pourra th�eo-
riquement jamais d�epasser. Citons, entre autres concepts, le taux d'erreur, le
d�elai, le coût, le d�ebit, la quantit�e de ressource physique requise (�energie ou
largeur de bande de fr�equence par exemple)...

Notre �epoque o�re plus que jamais une foule de motivations pour am�elio-
rer cette qualit�e: l'internet, la t�el�ephonie, les m�edias, les satellites, les sondes
interplan�etaires... La transmission d'information a toujours eu une importance
fondamentale dans la soci�et�e, mais les mutations que celle-ci a subies exigent
des performances in�niment sup�erieures �a celles qui �etaient atteintes grâce aux
tambours ou aux nuages de fum�ee.

Le codage n'est bien sûr que l'une des nombreuses techniques en jeu dans
cette probl�ematique et la plupart des gens ignorent tout simplement son exis-
tence, de même la th�eorie de l'information est moins enseign�ee que le traitement
du signal ou l'�electromagn�etisme. Pourtant la quête d'optimalit�e tendra �a fondre
ces di��erentes techniques en un proc�ed�e global. La succession verticale des dif-
f�erentes disciplines s'aplatira irr�em�ediablement et une expertise globale sera de
plus en plus requise pour permettre les progr�es.

Mais au del�a de l'aspect technique et d'int�erêts p�ecuniers faramineux, le d�e�
scienti�que est fondamental, abstrait et concret semblant se rapprocher l'un de
l'autre, en un point de rencontre m�etaphysiquement fascinant. Ma conviction
est que le point de convergence de la nature et de la connaissance se situe
dans le chaos, la stochasticit�e, l'ind�eterminisme; elles se rejoignent �a l'extr�emit�e
imaginaire de leurs rami�cations in�nies.

De ce point de vue, la th�eorie de l'information et plus particuli�erement le
codage de canal o�re un cadre exemplaire pour s'approprier intuitivement une
image de cette inaccessible perfection. C'est un peu dans le but d'o�rir une
illustration, même ch�etive, de ces propos par trop lyriques, que cette partie sur le
d�ecodage se terminera sur le concept de r�esonnance stochastique, aboutissement
de mes travaux de th�ese (puisqu'il faut bien s'arrêter), et je l'esp�ere, ouverture
sur de prochaines investigations scienti�ques.
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Chapitre 1

G�en�eralit�es

Les id�ees s'am�eliorent. Le sens des mots y parti-
cipe. Le plagiat est n�ecessaire. Le progr�es l'implique.
Il serre de pr�es la phrase d'un auteur, se sert de ses
expressions, e�ace une id�ee fausse, la remplace par
l'id�ee juste.

(citation plagi�ee par Guy Debord, la soci�et�e du
spectacle, th�ese 207) Isidore Ducasse (Po�esies II)

C'est une grande jouissance que de se transporter
dans l'esprit des temps pass�es, de voir comme un sage
a pens�e avant nous, et comment, partis de loin, nous
l'avons si victorieusement d�epass�e.

Johann Wolfgang von Goethe (Faust)

[...] nous ne connaissons jamais que les passions
des autres, et ce que nous arrivons �a savoir des nôtres,
ce n'est que d'eux que nous avons pu l'apprendre.

Marcel Proust (Du côt�e de chez Swann)

Introduction

Nous allons donner dans ce chapitre une courte synth�ese de la probl�ematique
de la transmission d'information num�erique par un canal. Il n'est pas n�ecessaire
d'assimiler cette synth�ese pour lire la suite du manuscrit. Il n'y sera fait r�ef�erence
que sporadiquement au travers de remarques qualitatives.

Une justi�cation de l'utilit�e des codes lin�eaires binaires pour la transmission
d'information en d�ecoule naturellement. Les codes lin�eaires binaires sont des
objets math�ematiques simples dont on donnera la d�e�nition en section 1.1.3, et
qu'il faut imp�erativement bien connâ�tre pour lire la suite du manuscrit.

Il est donc conseill�e au lecteur profane en mati�ere de codes de commencer
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par ouvrir l'un des nombreux ouvrages sur le sujet (par exemple [Bar98], [CC81]
ou les tr�es classiques [Gal68] et [MS77]); il pourra se contenter des passages
traitant des codes lin�eaires binaires pour l'appr�ehension desquels un premier
cycle universitaire en math�ematiques su�t amplement.

On d�epeindra quelques g�en�eralit�es sur leur d�ecodage dans un contexte de
transmission. Celles-ci seront valables aussi bien pour le d�ecodage dur que pour
le d�ecodage souple. Lorsque l'on parlera de (( distance )), de (( coset-leader )),
de (( poids )) ou de (( rayon de recouvrement )), il ne s'agira donc pas forc�ement
d'une r�ef�erence �a la m�etrique de Hamming, habituellement consid�er�ee pour le
d�ecodage dur (voir le chapitre traitant du d�ecodage souple pour la d�e�nition de
m�etriques alternatives plus int�eressantes).

1.1 Probl�ematique

1.1.1 Les origines

Dans son remarquable article ((A Mathematical Theory of Communication))
de 1948 [Sha48], Claude E. Shannon fabrique les outils de ce qui sera la th�eorie
de l'information. Il est �a l'origine des notions d'entropie, d'information mutuelle
et de capacit�e d�e�nies plus bas.

Son domaine d'�etude est la transmission d'information num�erique �a travers
un canal. Un canal relie une source �a un destinataire, et chaque utilisation du
canal consiste en la transmission d'un symbôle loisible pris dans un alphabet
connu des deux protagonistes de la transmission. Le choix de l'alphabet et de
la mani�ere dont ses symbôles devront porter l'information (codage de canal)
d�etermine aussi bien le d�ebit maximal d'information que le niveau de con�ance
que le destinataire pourra accorder �a l'information qu'il re�coit.

Le codage de canal est la compos�ee du ((codage binaire)), tel qu'on le consi-
d�ere dans ce manuscrit, qui est de taux au plus 1, et du ((codage binaire �a
signal)) qui consiste �a transformer un train de bits en un train de symbôles de
l'alphabet d'entr�ee du canal et qui est de taux au moins 1. Le taux de codage
de canal, produit de ces deux taux, est le rapport de nombre de bits du message
�a transmettre, au nombre d'utilisations du canal (il peut être sup�erieur �a 1).

La capacit�e d'un canal peut être vue comme �etant la limite, lorsque le nombre
d'utilisations du canal tend vers l'in�ni, de la quantit�e maximale d'information
qu'il puisse transporter avec un niveau de con�ance maximal, divis�ee par le
nombre d'utilisations. Encore faut-il d�e�nir une quantit�e ((physique)) extensive
(additive) associ�ee �a la notion subjective d'information.

Le point de d�epart du travail de Shannon est l'�enonc�e suivant, souvent ap-
pel�ee th�eor�eme du codage de canal bruit�e:

Th�eor�eme 1 Tout canal a une capacit�e C, et pour tout R < C, il existe des
codages de canal de taux R qui, a l'aide d'un d�ecodage �a maximum de vraisem-
blance, permettent d'atteindre des taux d'erreur de transmission arbitrairement
petit.
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Ce th�eor�eme est trivial en ce sens qu'il n'impose pas �a la capacit�e d'être
strictement positive. En fait la capacit�e du canal est d�e�nie comme �etant le plus
grand nombre C tel que le th�eor�eme ci-dessus soit v�eri��e, et Shannon, ayant eu
l'intuition que ce nombre �etait palpable, cherchera �a le calculer.

D�e�nissons un canal sans m�emoire par un triplet (X;Y; PY jX), o�u X =
(x1:::xe) est appel�e alphabet d'entr�ee, Y = (y1:::ys) alphabet de sortie, et
PY jX = (pjji)j=1:::s;i=1:::e 2 [0; 1]s�e matrice de probabilit�e de transition. Si
l'on d�esigne par x et y respectivement les symboles d'entr�ee et de sortie du
canal, consid�er�es comme des variables al�eatoires, la loi statistique du canal est
donn�ee par Pr(y = yj jx = xi) = pjji. PY jX est donc une matrice stochastique
(en colonne) et doit v�eri�er pour tout i = 1:::e:

sX
j=1

pjji = 1

Si x suit une loi de probabilit�e PX = (Pr(x = xi))i=1:::e = (pi)i=1:::e, on
d�e�nit l'entropie (binaire) de X comme �etant la quantit�e:

H(X)
def
= �

eX
i=1

pi log2 pi

De PX et PY jX , on peut d�eduire la distribution de probabilit�e jointe PY X =
(pji)j=1:::s;i=1:::e; pji = Pr(y = yj ; x = xi) = pipjji, et l'on d�e�nit l'entropie
conditionnelle H(Y jX) par:

H(Y jX)
def
= �

eX
i=1

sX
j=1

pji log2
pji
pi

Ainsi que l'information mutuelle I(X;Y ) par

I(X;Y )
def
=

eX
i=1

sX
j=1

pji log2
pji
pipj

Ces quelques outils ont une signi�cation intuitive pr�ecise, �a la mani�ere des
grandeurs ((thermodynamiques)), que ce manuscrit n'a pas pour vocation d'ex-
pliquer (on se reportera aux travaux de Shannon, ou au chapitre 2, A measure
of information, de [Gal68]), et leur axiomatique donne lieu �a toute une panoplie
de formules dont voici juste deux exemples:

H(X;Y )
def
= H(X) +H(Y jX) = H(Y ) +H(X jY ) = H(Y;X)

I(X;Y ) = H(X)�H(X jY ) = H(Y )�H(Y jX) = I(Y;X)

Se servant de ces outils, Shannon �etablit les performances maximales en
terme de transmission d'information, qu'un canal bruit�e puisse atteindre. Il
�etablit que:
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Th�eor�eme 2 la capacit�e C d'un canal (X;Y; P ) est �egale �a son information
mutuelle maximale:

C = max
X

I(X;Y )

Le maximum �etant pris sur toutes les distributions de probabilit�es possibles pour
l'alphabet d'entr�ee X.

La d�emonstration qu'il en donne consiste en la co��ncidence d'une minoration
et d'une majoration de cette capacit�e. La minoration, bas�ee sur ce que l'on
appelle aujourd'hui un ((code en bloc)) 1 dont les mots sont tir�es al�eatoirement,
et sur la loi faible des grands nombres, exhibe cet autre r�esultat (que j'adapte
�a la th�eorie moderne). qu'il n'a pas �enonc�e, faute sans doute, d'un vocabulaire
adapt�e:

Th�eor�eme 3 Pour tout canal de capacit�e C, il existe une fonction E : ]0; C[!
R+? telle que pour tout couple (K;n) d'entiers v�eri�ant log2K

n < C, il existe des
codes en bloc de longueur n sur l'alphabet d'entr�ee du canal, contenant K mots
qui, a l'aide d'un d�ecodage �a maximum de vraisemblance, permettent d'atteindre

des taux d'erreur de transmission inf�erieurs �a 10�E(
log2 K
n )n.

Le plus faible taux d'erreur que l'on puisse atteindre avec un (K;n)-code
est donc ici major�e. Pour obtenir ce r�esultat, il a su� �a Shannon de majorer
le taux d'erreur binaire du meilleur code parmi le type de code particulier qu'il
consid�erait (et en l'occurence les codes al�eatoires se prêtent bien aux �etudes
statistiques).

Il s'av�ere qu'une minoration de ce même taux d'erreur (le plus faible que
l'on puisse atteindre avec un (K;n)-code) est plus d�elicate �a obtenir. Il faudra
attendre 1959 [Sha59] pour que Shannon y parvienne dans le cas d'un canal
gaussien et 1967 [SGB67] (avec l'aide de Gallager et Berlekamp) pour le cas d'un
canal discret quelconque. J'introduis cependant ici ce th�eor�eme anachronique
dont on aura besoin par la suite:

Th�eor�eme 4 Pour tout canal de capacit�e C, il existe une fonction E : ]0; C[!
R+? telle que pour tout R 2]0; C[, aucun code de longueur n sur l'alphabet
d'entr�ee du canal et contenant plus de 2Rn mots ne permette d'atteindre un
taux d'erreur de transmission inf�erieur �a 10�E(R)n.

Les th�eor�emes de 1948 sont remarquablement audacieux �a cette �epoque o�u
les codes correcteurs d'erreur n'existaient pas sous d'autres formes que celle
d'une redondance d'alphabets tels que le morse (Shannon donne cependant un
exemple plus e�cace que le morse issu des premiers travaux de son coll�egue des
Bell Labs R. W. Hamming, qui ne publiera quant �a lui qu'en 1950 [Ham50]).

Mais le point de vue statistique et les preuves d'existence ch�eres �a Shan-
non ont peut-être soulev�e les questions fondamentales de la th�eorie du codage

1. ensemble de n�uplet (dits les mots), pour n, la longueur de bloc, donn�e, d'�el�ements d'un
alphabet donn�e de taille quelconque.
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mais n'y r�epondent pas. Shannon r�epond aux questions (( Quelles sont les per-
formances que les meilleurs codes permettent d'atteindre ? )), ou (( Comment
ces performances sont-elles reli�ees au choix des alphabets d'entr�ee et de sor-
tie? )), mais les questions (( Comment construire de bons codes? )) et (( Comment
d�ecoder ces codes? )) sont laiss�ees en suspens.

D'autres scienti�ques se montrent toutefois inspir�es par ces probl�emes. Ainsi,
P. Elias invente les codes convolutifs en 1955 [Eli55], et en 1956 D. Slepian
(encore un ing�enieur des Bell Labs) pose les fondations de la th�eorie des codes
lin�eaires [Sle56]. Signalons aussi la trouvaille incroyablement pr�ecoce de M. J.
E. Golay [Gol49], qui suite �a la lecture de l'article de Shannon et bien avant
les travaux de Slepian, invente sur le champ, dans une tr�es courte et modeste
correspondance, son fameux [23,12,7]-code lin�eaire binaire dont la perfection et
la beaut�e combinatoire restent in�egal�ees.

Depuis, les th�eoriciens de l'information et les ing�enieurs des t�el�ecommuni-
cation ont essay�e de r�ealiser les pr�edictions de Shannon, et s'en approchent
progressivement. En 1995, on arrive avec les turbo-codes [BGT93] �a obtenir un
taux d'erreur binaire de 10�6 �a un rapport signal �a bruit sup�erieur d'�a peine
0.7 dB �a la limite de Shannon (cf. �n de cette section).

1.1.2 Capacit�es du canal gaussien

L'utilisation d'un canal physique en modulation de phase ou d'amplitude
consiste �a �emettre �a une phase loisible un signal d'amplitude loisible. On repr�e-
sente g�en�eralement ce signal dans le plan complexe, dit (( espace des phases ))

(cf. section 3.1, p. 72), par un point de module l'amplitude et d'argument la
phase. Le bruit, quant �a lui, et par d�e�nition, aura pour e�et de perturber ces
deux grandeurs 1. Il provient aussi bien du canal physique que de l'ampli�cateur
et des autres composants �electronique du r�ecepteur (bruit thermique).

L'alphabet d'entr�ee du canal peut alors être vu comme l'ensemble des di��e-
rents points de l'espace des phases que l'on s'autorise �a �emettre, et l'alphabet de
sortie comme l'ensemble des di��erents points que l'on est capable de mesurer.
L'�energie d'un signal est la moyenne du carr�e de son amplitude multipli�e par
sa dur�ee. En pratique, ces alphabets sont �nis, mais il est fr�equent, pour ce
qui est de la th�eorie, de consid�erer les limites, lorsqu'elles existent, de certaines
grandeurs, telle par exemple que la capacit�e, lorsque la taille d'un alphabet tend
vers l'in�ni.

D�e�nition 1 Le canal est dit sans m�emoire (et le bruit, (( blanc ))) si les mo-
di�cations subies par les signaux successifs sont statistiquement ind�ependantes.
Il est dit additif si la di��erence entre le signal �emis et le signal re�cu est statis-
tiquement ind�ependante du signal �emis.

Le mod�ele de canal le plus r�epandu est le canal BBAG 2, pour la simple
raison qu'il est, dans de nombreux cas, possible de s'y ramener.

1. En r�ealit�e, un signal et sa perturbation ont une profondeur dans le temps, cette repr�e-
sentation suppose qu'ont eu lieu d�emodulation, �ltrage adapt�e, et �echantillonnage.

2. bruit blanc additif gaussien ; terme anglais : AWGN, additive white gaussian noise
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Pour ce canal, la di��erence entre le signal �emis et le signal re�cu est une
variable al�eatoire complexe de loi normale N(0; N0). Sa projection sur un axe
r�eel est donc une variable al�eatoire r�eelle de loi normale N(0; N0=2). Puisque
l'on s'int�eresse souvent aux distorsions subies dans une direction donn�ee, on
invoque souvent la (( densit�e monolat�erale )) de bruit N0=2. L'�energie du bruit,
en revanche, est sa variance N0 multipli�e par la dur�ee du signal.

Les parties r�eelles et imaginaires de ce bruit �etant ind�ependantes, on se sert
souvent s�epar�ement des parties r�eelles et imaginaires du signal comme de deux
canaux identiques pour transmettre deux s�equences de signaux r�eels ind�epen-
dantes. L'�energie des signaux complexes est alors le double de celle des signaux
r�eels, le taux de codage de canal est double �egalement.

A�n de r�eduire les probabilit�es de transition, il s'agira, pour une taille d'al-
phabet d'entr�ee donn�ee, d'espacer au maximum les di��erents points de l'alpha-
bet dans l'espace des phases, en se limitant �a une puissance moyenne (�energie
sur temps, moyenne du carr�e de l'amplitude) maximale donn�ee E2.

Un alphabet d'entr�ee binaire pourra être constitu�e de deux points de même
amplitude E et en opposition de phase, on parle alors de modulation antipodale
ou BPSK 1, le taux de ((codage binaire �a signal)) est alors �egal �a 1, et les taux
de codage et de codage de canal co��ncident.

Si l'on utilise deux telles modulations s�epar�ement sur les parties r�eelles et
imaginaire, on obtient alors une QPSK 2, ces deux modulations sont donc en
quelque sorte �equivalentes.

Le rapport brut signal �a bruit est le ratio de l'�energie du signal par celle du
bruit. Il est souvent plus int�eressant d'exprimer par son logarithme une grandeur
x sans dimension, tel le rapport de deux quantit�es de même dimension, de deux
�energies par exemple. On lui donne, ce faisant, une dimension, c.a.d. un syst�eme
d'unit�es pour la mesurer, la plus classique �etant le d�ecibel (dB): 10 log10(x) est
la mesure de x en dB.

Il est possible avec ce mod�ele de calculer la capacit�e du canal en fonction du
rapport brut signal �a bruit pour di��erents alphabets d'entr�ee et de sortie. Voici,
sans d�emonstration, quelques capacit�es usuelles (elles d�ecoulent du th�eor�eme 2):

{ Si ces deux alphabets sont binaires, le canal gaussien peut alors se mo-
d�eliser comme un canal binaire sym�etrique de probabilit�e de transition �
�egale �a la probabilit�e pour que le bruit (r�eel) envoie un point d'abscisse

r�eelle E vers un point d'abscisse n�egative, soit � =
R �E
�1 N(0; N0=2)(x)dx =

Q
�q

2E2

N0

�
3. Sa capacit�e vaut alors 1 + � log2 � + (1 � �) log2(1 � �) =

1�H2(�).

{ Si ces deux alphabets sont l'ensemble des nombres r�eels ou complexes (cas
limite), et si les symboles d'entr�ee suivent une loi normale de variance

1. Binary Phase Shift Keying
2. Quaternary Phase Shift Keying

3. Q est la fonction x 7! 1p
2�

R1
x

e�
t2

2 dt
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E
2 (Shannon a montr�e que, sous la contrainte de l'�energie, cette distri-

bution �etait optimale; le canal ainsi d�e�ni est appel�e canal gaussien non

contraint), alors la capacit�e du canal vaut 1
2 log2

�
1 + 2 E

2

N0

�
.

{ Si l'alphabet d'entr�ee est binaire et l'alphabet de sortie r�eel, ce que nous
consid�ererons pour l'�etude du d�ecodage souple, alors la capacit�e est:s

E
2

�N0

Z 1

�1

 
� E

2

N0

(y � 1)2

ln 2
e�

E
2

N0
(y�1)2

� log2
�
1

2

�
e
� E

2

N0
(y�1)2

+ e
� E

2

N0
(y+1)2

��
1

2

�
e
� E

2

N0
(y�1)2

+ e
� E

2

N0
(y+1)2

��
dy

Ces trois capacit�es sont trac�ees sur la �gure 1.1. On voit qu'une sortie r�eelle
permet de gagner environ 1.4 dB par rapport �a une sortie binaire et qu'�a de
faibles rapports signal �a bruit, une entr�ee binaire est �a peu pr�es �equivalente �a
une entr�ee r�eelle (�a de forts rapports signal �a bruit, une entr�ee r�eelle permet de
transmettre plus d'information dans chaque symbole, et d'obtenir une capacit�e
sup�erieure �a 1).

Le rapport utile signal �a bruit Eb=N0 est le rapport de l'�energie par bit d'in-
formation �a l'�energie du bruit. L'�energie par bit d'information Eb est l'�energie
par symbôle transmis divis�ee par le taux de codage de canal:

Eb = E
2 =R; 10 log10(Eb=N0) = 10 log10(E

2 =N0)� 10 log10(R)

Consid�erer Eb plutôt que E
2 apporte plus de consistance au mod�ele propos�e,

car ne n�ecessite pas, en �n de compte, de consid�erer les notions quelque peu
informelles de taille d'alphabet et de ((nombre d'utilisations du canal)), entre
lesquelles, selon le point de vue adopt�e, il peut y avoir un transfert de valeur,
induisant une ambig�uit�e pour la consid�eration de l'�energie d'un symbôle E2.
On peut en e�et consid�erer n utilisations d'un canal d'alphabet de taille q et
d'�energie moyenne E2, l�a o�u d'autres ne voient qu'une seule utilisation d'un
canal d'alphabet de taille qn et d'�energie moyenne nE2. Toute chose �egale par
ailleurs, les deux points de vue donnent en revanche la même �energie par bit
d'information.

Ainsi, pour d�ecrire l'e�cacit�e d'un code (et d'un algorithme de d�ecodage)
donn�e on trace souvent le taux d'erreur binaire (son logarithme en base 10)
en fonction du rapport utile signal �a bruit en dB (cf. exemple �gure 1.2), les
courbes ((SNR))

1 ainsi trac�ees sont toujours d�ecroissantes.
Le fait de prendre en compte le rapport utile signal �a bruit permet de com-

parer entre eux des codes de taux di��erents: �a une même abscisse, la même
d�epense d'�energie est requise pour transmettre une quantit�e donn�ee d'informa-
tion, les taux d'erreur (en ordonn�ee) peuvent être alors facilement compar�es;
�a une même ordonn�ee, donc pour un même taux d'erreur, on voit en un coup
d'oeil quel code sera le plus �economique.

1. Signal to Noise Ratio
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Fig. 1.1: Capacit�e des di��erents canaux: (a) canal gaussien non contraint; (b)
canal gaussien �a entr�ee binaire et sortie r�eelle; (c) canal binaire sym�etrique



1.1. PROBL�EMATIQUE 27

Il s'agit de trouver un codage de canal (et un d�ecodeur) de taux aussi grand
que possible (pour avoir un d�ebit d'information aussi �elev�e que possible), c'est-
�a-dire aussi proche que possible de la capacit�e, permettant d'atteindre des taux
d'erreur aussi faibles que possible, �a un rapport utile signal �a bruit donn�e.

On voit sur la �gure 1.2, trac�ee pour un canal BBAG et une modulation anti-
podale, que pour obtenir un taux d'erreur binaire de 10�3 �a l'aide du [48,24,12]-
code de Golay de taux R = 1=2 et d'un algorithme de d�ecodage souple �a maxi-
mum de vraisemblance, il su�t d'un rapport utile signal �a bruit d'environ 3.6
dB (donc d'un rapport brut signal �a bruit de 3.6 dB + 10 log10(1=2) � 0.6 dB),
alors que sans codage (taux de codage �egal �a 1), le rapport signal �a bruit doit
être de 6.8 dB. On dit alors que le gain de codage est de 3.2 dB.

La capacit�e de ce canal (entr�ee binaire, sortie r�eelle) est trac�ee sur la �gure
1.1. A un rapport brut signal �a bruit de 0.6 dB, elle est de C=0.77=-1.15 dB, on
dit que l'on transmet �a 10 log[10](C=R) �1.85 dB de la capacit�e (ce qui signi�e
que, th�eoriquement, avec un tel rapport brut signal �a bruit, le gain de codage
pourrait être d'autant sup�erieur).

Pour avoir une capacit�e �egale au taux de codage 1
2 , il faudrait un rapport

brut signal �a bruit de -2.81 dB (le rapport utile signal �a bruit correspondant,
0.19 dB, est repr�esent�e sur la �gure 1.2 par une ligne verticale), c'est ce que l'on
appelle la limite de Shannon. On voit donc aussi sur la �gure que l'on est �a 3.41
dB de la limite de Shannon (ce qui signi�e que, th�eoriquement, avec un tel taux
de codage, le gain de codage pourrait être d'autant sup�erieur).

Les courbes SNR's regroupe donc synth�etiquement les informations quan-
titatives pertinentes sur l'e�cacit�e d'un sch�ema de codage / d�ecodage. Plus la
courbe est basse et �a gauche, meilleur est le sch�ema.

1.1.3 Codes lin�eaires binaires, d�e�nitions

Les codes que nous allons consid�erer tout au long de ce document sont donc
les codes lin�eaires binaires, qui sont des cas particuliers des codes binaires en
bloc. Un code en bloc est un ensemble de n�uplets de bits, o�u n est un entier
appel�e longueur du code. L'ensemble, que nous appellerons espace ambiant et
que nous noterons Fn2 , des n�uplets de bits, que nous appellerons les ((mots)),
peut être muni d'une addition: l'addition modulo 2, bit �a bit.

Celle-ci consititue �evidemment une loi de groupe, tout mot est �egal �a son
oppos�e pour cette loi; la di��erence et l'addition ne font qu'une. La multiplication
par 0 ou 1 est trivial; l'ensemble des scalaires n'est constitu�e que d'un �el�ement
neutre et d'un �el�ement absorbant pour cette multiplication, et l'espace ambiant
poss�ede donc une structure d'espace vectoriel.

D�e�nition 2 On appelle code lin�eaire binaire tout sous-espace vectoriel de l'es-
pace ambiant Fn2 , c.a.d. tout sous-ensemble de Fn2 stable par l'addition.

En tant qu'espace vectoriel, un code poss�ede donc une dimension, g�en�era-
lement not�ee k, des �el�ements, appel�es mots de code, des bases, un code dual...
Etant donn�es k mots lin�eairement ind�ependants d'un code lin�eaire binaire de
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Fig. 1.2: (a) Limite de Shannon pour R = 1
2 sur le canal gaussien �a entr�ee

binaire; (b) courbe SNR du [48,24,12]-code de Golay avec d�ecodage �a maximum
de vraisemblance; (c) taux d'erreur en l'absence de codage.
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dimension k (ils en consituent donc une base), la k � n-matrice dont les lignes
sont ces mots est appel�ee une matrice g�en�eratrice du code.

Une matrice g�en�eratrice du code dual d'un code est aussi appel�ee une matrice
de parit�e du code. Ses lignes et toutes leurs combinaisons lin�eaires ont un produit
scalaire nul avec tout mot de code.

En tant que sous-groupe, un code d�e�nit une relation d'equivalence sur l'es-
pace ambiant.

D�e�nition 3 Un coset est un �el�ement du quotient de l'espace ambiant par le
code. Deux mots binaires appartiennent �a un même coset si et seulement si leur
di��erence appartient au code.

D�e�nition 4 On appelle poids de Hamming d'un mot binaire, le nombre de
ses bits �egaux �a 1. On appelle distance de Hamming entre deux mots le poids
de Hamming de leur di��erence. On appelle distance minimale d'un code lin�eaire
binaire, la plus petite distance de Hamming s�eparant deux mots de code, qui est
aussi �egale au plus petit poids de Hamming d'un mot de code.

D�e�nition 5 Etant donn�ee une m�etrique sur l'espace ambiant (par exemple le
poids de Hamming), on appelle coset leader (relativement �a cette m�etrique) d'un
mot ou de son coset, tout �el�ement du coset qui minimise la m�etrique consid�er�ee.

Pour la plupart des mots, on a unicit�e du coset leader et on utilisera souvent
l'article d�e�ni pour parler d'un coset leader d'un mot.

Si un code lin�eaire binaire de dimension k est consid�er�e, il contient 2k mots.
On appelle codage l'op�eration consistant �a associer un mot de code �a chaque
k�uplet de bits. Pour ce faire, on emploie le plus souvent la multiplication �a
droite par une matrice g�en�eratrice du code. Si les k colonnes de gauche de la
matrice g�en�eratrice consid�er�ee constutuent une matrice carr�ee diagonale, on dit
que la matrice est syst�ematique �a gauche et que le codage est syst�ematique, le
k�uplet d'origine se retrouve alors dans le mot de code. Le taux de codage,
rapport du nombre de bits d'information au nombre de symbôles binaires �a
transmettre, est �egal �a k=n.

Lorsqu'un mot de code traverse un canal, cette transmission peut inverser
quelques bits du mot de code. La di��erence entre le mot �emis et le mot re�cu est
appel�ee erreur de transmission. Puisque le mot �emis est un mot de code, le mot
re�cu et l'erreur de transmission appartiennent �a un même coset. Pour �eliminer
cette erreur, il faut trouver l'�el�ement du coset du mot re�cu qui lui correspond.

On esp�ere g�en�eralement qu'il s'agit du coset leader, on d�e�nit d'ailleurs une
m�etrique optimale sur l'espace ambiant de mani�ere �a ce que l'erreur la plus
vraisemblable soit le coset leader. Pour un canal binaire sym�etrique, cette m�e-
trique optimale est le poids de Hamming. Nous appellerons d�ecodage l'op�eration
consistant �a soustraire son coset leader au mot re�cu 1.

1. usuellement, le d�ecodage comprend aussi l'op�eration, �a laquelle nous ne nous int�eresserons
pas, consistant �a retrouver le k�uplet de bits correspondant au mot de code ainsi obtenu; pour
un codage syst�ematique, il su�t d'en prendre l'apocope de longueur k.
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1.1.4 Taux d'erreur

Dans un contexte de transmission et avec la donn�ee d'un canal imparfait
(bruit�e), le taux d'erreur r�esiduel apr�es d�ecodage (fr�equence moyenne des erreurs
consid�er�ees ou bien sur les bits (taux d'erreur binaire, t.e.b.) ou bien sur les mots
de code (taux d'erreur de decodage, t.e.d.)), qu'il soit souple ou dur, n'est jamais
nul. Cela est dû au fait qu'avec une probabilit�e PML non nulle, un motif d'erreur
peut être ((intrins�equement ind�ecodable)) en ce sens qu'il ne sera pas �egal �a son
propre coset leader.

Nous verrons par la suite, que pour dimensionner correctement les para-
m�etres des algorithmes de d�ecodage, aussi bien que pour majorer la dimension
du code �a d�etecter ou �a reconnâ�tre (deuxi�eme partie) il est indispensable de
pouvoir minorer a priori la probabilit�e d'erreur ((intrins�equement ind�ecodable)).

Le th�eor�eme 4 nous informe qu'il existe un nombre positif E, fonction du taux
de codage et de la capacit�e, tel que le taux d'erreur apr�es d�ecodage est sup�erieur
�a 10�En, il su�t alors de majorer E. D'ailleurs, lorsqu'une minoration grossi�ere
du taux d'erreur est su�sante, il est fr�equent que l'on se contente de consid�erer
que, pour n su�samment grand, PML > n�n = e�n logn.

En revanche, dans un contexte de d�etection de code, lorsque le but de cette
minoration est de majorer la dimension du code, mieux vaut être aussi �n que
possible. Par ailleurs, sachant que le d�ecodage qui sera appliqu�e par le desti-
nataire ne sera probablement pas optimal, une approximation du taux d'erreur
apr�es un d�ecodage optimal peut constituer une minoration du taux d'erreur
e�ectif.

Pour cette raison, il est pr�ef�erable de consid�erer les approximations propo-
s�ee par Gregory Poltyrev [Pol94], bien qu'il s'agisse en r�ealit�e de majorations
du plus faible taux d'erreur, car il semble qu'elle soit toujours tr�es proche de ce
taux d'erreur et en constitue une meilleure approximation que les minorations
usuelles. La premi�ere de ces approximations, appel�ee ((borne sph�erique)), s'ap-
plique au canal binaire sym�etrique et au d�ecodage dur; la seconde, dite ((borne
tangentielle sph�erique)), s'applique au canal BBAG et au d�ecodage souple (je
l'�enonce ci-dessous en ayant corrig�e les coquilles pr�esentes dans l'article de Pol-
tyrev).

Ces deux bornes n�ecessitent la connaissance de la distribution des poids des
mots de code. Lorsque celle-ci est inconnue, on pourra l'approximer par la dis-
tribution binômiale (on consid�ere qu'il y a

�
n
w

�
=2n�k mots de poids w dans le

code, même si cette quantit�e n'est pas un entier). J'ai calcul�e num�eriquement
pour de nombreux codes les bornes obtenues dans ce cas et celles obtenues en
consid�erant la distribution exacte, il s'est av�er�e que pour les codes de dimen-
sion sup�erieure �a 50, la di��erence �etait toujours du même ordre que les erreurs
d'arrondis, ou du moins �etait-elle invisible �a l'oeil nu sur une courbe SNR.

Proposition 1 (Borne sph�erique) Soit C un [n; k]-code contenant Cw mots
de poids w pour tout w; soit m le plus petit entier v�eri�ant:

2mX
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Alors, P
(d)
ML, le taux d'erreur de d�ecodage apr�es transmission par un canal binaire

sym�etrique sans m�emoire de probabilit�e de transition � suivie d'un d�ecodage
complet, v�eri�e:
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Proposition 2 (Borne tangentielle sph�erique) Soit C un [n; k]-code conte-

nant Cw mots de poids w pour tout w; Soit la fonction �(x) = e
� x2 E2

N0p
�N0=E

; soit r0

la racine de l'�equation suivante en r:

d rn
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0 xz�1e�xdx �etant la fonction d'Euler); et soit R(z) = r0

n (
p
n� z)2.

Alors, P
(s)
ML, le taux d'erreur de d�ecodage apr�es transmission par un canal

BBAG de rapport brut signal �a bruit E
2

N0
suivie d'un d�ecodage �a maximum de

vraisemblance, v�eri�e:
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1.2 D�ecodage (quasi) optimal

1.2.1 De l'int�erêt des codes al�eatoires

Les codes les plus classiquement utilis�es et �etudi�es sont ceux pour lesquels
on parvient �a mettre au point des algorithmes polynomiaux de d�ecodage born�e
jusqu'�a la ((capacit�e de correction)), qui, �etant donn�e un mot de l'espace ambiant
�a distance inf�erieure �a la ((capacit�e de correction)) d'un mot de code, retrouvent
ce mot de code, �a un coût polynomial en la longueur du code.

Ceci est rendu possible par la particularit�e qu'ont ces codes de permettre de
d�ecrire les cosets et leurs �el�ements dans une repr�esentation �a l'axiomatique plus
puissante que celle des sou-espaces a�nes de Fn2 .

Cette capacit�e de correction est g�en�eralement le rayon d'empilement du code,
c.a.d. le plus grand rayon possible pour des boules disjointes centr�ees sur les
�el�ements d'un même coset. S'il existe une solution au d�ecodage born�e jusqu'�a
ce nombre, elle est unique. Pour le d�ecodage dur, il s'agit du plus grand entier
strictement inf�erieur �a la moiti�e de la distance minimale du code.
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Ces algorithmes ne peuvent g�en�eralement qu'�echouer lorsque le mot de l'es-
pace ambiant qui leur est soumis est �a distance sup�erieure �a cette capacit�e de
correction de tout mot de code. Pour que cet �ev�enement soit rare, il est n�eces-
saire de transmettre loin de la capacit�e du canal. A des taux de codage proche
de la capacit�e, le taux d'�echec de ces algorithmes sera dramatiquement �elev�e,
car la plupart des mots re�cus seront �a une distance du code presque deux fois
sup�erieure �a la capacit�e de correction.

En e�et, puisqu'il y a 2n�k coset leader et que
PnH�1

2 (1�k=n)
w=0

�
n
w

� exp
= 2n�k,

on montre facilement que si l'on consid�ere la m�etrique de Hamming, ceux-ci sont
presque tous de poids nH�1

2 (1� k=n)(1� o(1)), de même que presque tous les
mots de poids nH�1

2 (1�k=n) sont �a distance o(n) d'un coset leader. L'ensemble
des cosets leader forme donc une sph�ere presque parfaite centr�ee en z�ero, avec,
marginalement, des points plus proches de son centre. Levitin l'a compar�e �a un
((h�erisson retourn�e)).

Or si les codes lin�eaires binaires alg�ebriques, tels que les BCH ou les codes
de Goppa, par exemple, permettent de mettre au point des algorithmes e�caces
de d�ecodage born�e, ils ne pr�esentent en revanche aucun avantage sur les codes
lin�eaires binaires quelconques (al�eatoires) pour ce qui est d'un d�ecodage au del�a
de la capacit�e de correction.

Comme par ailleurs, les codes lin�eaires binaires alg�ebriques et d'une mani�ere
g�en�erale, presque tous les codes ayant une faible complexit�e de Kolmogorov, ont
de mauvaises propri�et�es spectrales (�a taux de codage k=n ((constant)), la distance
relative, ratio de la distance minimale et de la longueur, tend g�en�eralement vers
0, et le taux d'erreur intrins�equement ind�ecodable vers 1, lorsque l'on fait crô�tre
ind�e�niment la longueur n), nous ne nous y int�eresserons tout simplement pas,
et consid�ererons des codes al�eatoires aux propri�et�es spectrales moyennes.

1.2.2 D�ecodage complet

A la di��erence du d�ecodage born�e, le d�ecodage complet 1 a pour tâche de
retrouver le coset leader du mot re�cu quel que soit le poids de ce coset leader.
Cependant, on sait que ce poids est inf�erieur au rayon de recouvrement, c.a.d. le
petit rayon possible pour des boules centr�ees sur les �el�ements d'un même coset
et devant recouvrir tout l'espace ambiant. Le d�ecodage complet est donc un
d�ecodage born�e jusqu'au rayon de recouvrement (le cas marginal de non-unicit�e
du coset-leader peut-être trait�e comme bon semble... on peut par exemple choisir
al�eatoirement l'un d'entre eux).

Le d�ecodage complet est aussi parfois appel�e (( d�ecodage �a distance mini-
male )) (non pas que l'on d�ecode jusqu'�a la distance minimale, mais l'on cherche
le mot de code �a plus petite distance du mot re�cu). Lorsque la m�etrique consi-
d�er�ee est telle que minimiser le poids de l'erreur �equivaut �a maximiser sa vrai-
semblance (c'est le cas de la m�etrique de Hamming lorsque le canal est sans
m�emoire, binaire et sym�etrique), on parle alors de (( d�ecodage �a maximum de

1. Termes anglo-saxons: Complete decoding, minimal distance decoding, maximum likeli-
hood decoding
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vraisemblance )). Pour un code donn�e, ce dernier permet d'obtenir les plus faibles
taux d'erreur de d�ecodage qu'un algorithme puisse atteindre.

Nous nous int�eressons aux codes g�en�eraux, c.a.d. �a tous les codes lin�eaires
binaires et non pas seulement �a ceux qui appartiennent �a une famille de codes
dont la description peut être plus concise que la simple donn�ee de l'une de leur
matrice g�en�eratrice ou de parit�e.

On sait depuis 1987 [Bli87] que le rayon de recouvrement de (( presque tous ))

ces codes est proche de la borne de Goblick (initialement, il s'agissait d'une
borne inf�erieure):

Th�eor�eme 5 Le rayon de recouvrement (relativement �a la m�etrique de Ham-
ming) de presque tous les [n; k]�codes lin�eaires binaires est �egal �a nH�1

2 (1 �
k=n)(1 + o(1)).

(H�1
2 �etant l'inverse de la fonction entropie binaire H2(x) = �x log2 x � (1 �

x) log2(1� x) restreinte �a la premi�ere moiti�e de l'intervalle [0; 1])
Le d�ecodage dur complet peut donc être vu comme un d�ecodage born�e jus-

qu'�a une distance l�eg�erement sup�erieure �a nH�1
2 (1� k=n).

Il est int�eressant (ou rassurant) de noter ici comment la combinatoire et
la th�eorie de l'information se superposent: la capacit�e d'un canal binaire sym�e-
trique de probabilit�e de transition � est C = 1�H2(�); le rayon de recouvrement
d'un code de longueur n et de taux �egal �a cette capacit�e est nH�1

2 (1�C) = n� .
Le rayon de recouvrement d'un code de taux maximal est donc �egal au poids
moyen d'une erreur de transmission (la distance de Hamming moyenne entre
mot �emis et mot re�cu).

1.2.3 D�ecodage quasi-complet

Alors que la d�e�nition du d�ecodage complet s'applique �a des algorithmes et
des objets combinatoires et ne requiert pas la d�e�nition d'un (( canal )), il n'en
va pas de même pour celle du d�ecodage quasi-complet 1.

Dans un contexte de transmission et avec la donn�ee d'un canal imparfait
(bruit�e), on appelle d�ecodage quasi-complet tout algorithme sous-optimal de
d�ecodage tel que la probabilit�e de mauvais d�ecodage (le coset renvoy�e n'est pas
le coset leader) soit du même ordre ou plus petite que la probabilit�e PML pour
que le motif d'erreur soit (( intrins�equement ind�ecodable )).

Par exemple, si un algorithme �enum�ere les N motifs d'erreur les plus vrai-
semblables de l'espace ambiant, recherchant un motif d'erreur appartenant au
coset du mot re�cu, le premier trouv�e sera le coset leader. Il y aura mauvais d�e-
codage si et seulement si aucun de ces N motifs n'est dans le coset du mot re�cu.
Dumer a montr�e [Dum96b] que la probabilit�e de cet �ev�enement est major�ee par�
1 + 2n�k

N

�
PML. Si N = O(2n�k), le d�ecodage est donc quasi-complet.

La justi�cation de cette contrainte est bien entendu que les taux d'erreur
r�esiduels des d�ecodages complet et quasi-complet soient �egalement du même

1. Termes anglo-saxons: Quasi-complete decoding, near-maximum-likelihood decoding
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ordre; et l'int�erêt du d�ecodage quasi-complet r�eside dans le fait que, si l'on
tol�ere cette sous-optimalit�e (fût-elle n�egligeable), les coût de calcul qui sont en
jeu peuvent s'av�erer nettement plus int�eressant que ceux d'un d�ecodage optimal,
une recherche exhaustive n'�etant pas n�ecessaire.

Pour qu'un algorithme de d�ecodage permette d'atteindre un taux d'erreur
r�esiduel presque optimal, il est n�ecessaire qu'il soit en mesure de trouver le coset
leader du mot re�cu avec une grande probabilit�e, quel que soit ce mot, et il faut
alors s'attendre �a ce que le coset leader soit de poids proche de nH�1

2 (1� k=n).

1.2.4 Crit�ere d'arrêt

Lorsque les algorithmes de d�ecodage complet ou quasi-complet trouvent le
coset leader du mot re�cu, ils n'ont g�en�eralement pas la possibilit�e de s'en rendre
compte imm�ediatement et poursuivent les calculs (le coset leader restera en
m�emoire en tant que meilleur candidat jusqu'�a la �n des calculs).

Il est cependant parfois possible de s'en rendre compte. Par exemple, pour
le d�ecodage dur, lorsqu'un �el�ement du coset est de poids inf�erieur au rayon
d'empilement du code, on peut être assur�e de la minimalit�e de son poids au
sein de son coset. Ceci pourra donc constituer un crit�ere d'arrêt, et permettra
parfois d'arrêter les calculs de mani�ere pr�ecoce, diminuant le coût moyen du
d�ecodage. Un crit�ere d'arrêt �equivalent existe pour le d�ecodage souple et est
d�ecrit en section 3.2.1.

Les crit�eres d'arrêt habituellement utilis�es sont infaillibles en ce sens que l'on
peut être sûr, si le crit�ere est v�eri��e, que l'on a a�aire au coset leader.

Mais si l'infaillibilit�e d'un crit�ere est n�ecessaire pour le d�ecodage �a maximum
de vraisemblance, il n'en va pas de même pour le d�ecodage quasi-complet, pour
lequel il est juste requis que la probabilit�e pour que l'arrêt soit provoqu�e par un
�el�ement du coset, di��erent du motif d'erreur, soit du même ordre ou plus petite
que PML.

Par ailleurs, il est souhaitable que la probabilit�e pour que le motif d'erreur
satisfasse le crit�ere soit la plus grande possible (ainsi le crit�ere s'appliquera plus
souvent et le nombre moyen d'it�erations sera moindre). Cela ne va pas sans
rappeler les concepts de probabilit�e de fausse alarme et de d�etection que nous
�etudierons dans la partie ((D�etection et reconnaissance)).

Bien qu'il paraisse envisageable, donc, de d�e�nir un crit�ere capturant plus
de motifs que les crit�eres infaillibles, au prix d'une augmentation n�egligeable
du taux d'erreur, il n'y a pas eu �a ma connaissance de publication abordant
ce sujet. Un tel r�esultat serait pourtant important car utilis�e syst�ematiquement
ensuite dans tout travail sur le d�ecodage quasi-optimal.

Mes recherches personnelles sur ce sujet sont encore en cours, et n'ont pas
abouti �a ce jour �a un crit�ere plus performant que ceux existants, malgr�e quelques
faux espoirs qui se sont en fait av�er�es trompeurs. Je pr�ef�ere donc ne pas encom-
brer ce manuscrit des formules sous-jacentes �a une telle �etude.
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1.3 Ordre exponentiel

1.3.1 D�e�nitions et propri�et�es

Les quantit�es qui seront consid�er�ees, seront souvent exponentielles en n, la
longueur du code. Ainsi, en va-t-il du taux d'erreur binaire (cf. th�eor�eme 4, p.
22), de la complexit�e d'un algorithme de d�ecodage complet ou quasi-complet, du
nombre de mot (mots de code, mots du coset, motifs d'erreur...) dans une boule
de Hamming de rayon proportionnel �a n, et de bien d'autres acteurs jouant
sur la sc�ene de l'espace ambiant Fn2 . Les probabilit�es seront bien souvent des
fonctions exponentiellement d�ecroissantes et les d�enombrement des fonctions
exponentiellement croissantes.

Par ailleurs, que ce soit pour des raisons de concision ou d'imperfection des
mod�eles, ces quantit�es seront souvent approxim�ees. Il apparâ�t donc int�eressant
de se �xer un degr�e maximal d'impr�ecision, et un cadre axiomatique consistant
o�u les approximations ne d�epassant pas ce degr�e s'expriment, s'�evaluent, se
multiplient ou s'additionnent de mani�ere simple et transparente.

Toute consid�eration quantitative se r�ef�erant en g�en�eral au nombre n, il est
en e�et possible et recommand�e d'exprimer de mani�ere simple une vaste classe
de r�esultats. Par exemple l'expression (( Telle propri�et�e est v�eri��ee par presque
tous les �el�ements de X(n) )), est parfaitement consistante (le mot (( presque ))

ne signi�e pourtant rien de pr�ecis dans le langage courant) si on lui attribue la
signi�cation (( la probabilit�e pour qu'un �el�ement de X(n) ne satisfasse pas telle
propri�et�e tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni )).

Si une quantit�e Q(n) > 0 est telle que log2(Q(n))=n a une limite � (�even-
tuellement �egale �a 0) en l'in�ni, la notation Q(n) = 2�n+o(n), r�epond de mani�ere
satisfaisante �a la rigueur et �a l'intuition, mais nous allons en d�e�nir une autre,
plus concise et plus pratique.

D�e�nition 6 On dit d'une quantit�e Q > 0 d�ependant de n qu'elle est d'ordre
exponentiel � si :

lim
n!1

log2(Q(n))=n = �

Si deux quantit�es Q et Q0 ont le même ordre exponentiel, on note Q
exp
= Q0.

En particulier si Q est d'ordre exponentiel �, on note Q(n)
exp
= 2�n.

Si l'ordre exponentiel de Q est strictement inf�erieur �a celui de Q0, on note

Q
exp
< Q0. On d�e�nit de même, de mani�ere naturelle

exp
� ,

exp
> et

exp
� .

Les propri�et�es suivantes de l'ordre exponentiel se v�eri�ent imm�ediatement :

Proposition 3 Si deux quantit�es Q et Q0 sont d'ordre exponentiel respectif �
et � alors

{ Quel que soit x r�eel, Qx est d'ordre exponentiel �x ;

{ Q+Q0 exp= 2max(�;�)n ;

{ QQ0 exp= 2�+�.



36 CHAPITRE 1. G�EN�ERALIT�ES

Toute quantit�e sous-exponentielle en n (donc tout polynôme) est d'ordre ex-
ponentiel 0. Pour tout x 2 R, toute quantit�e Q > 0 d�ependant de n v�eri�e

Q(logQ)x
exp
= Q.

Se �er �a l'ordre exponentiel d'une quantit�e pour l'estimer n'est cependant pas

toujours pertinent. Ainsi, siQ
exp
> Q0, cela signi�e certes que pour n su�samment

grandQ est strictement sup�erieur �aQ0, mais n'empêche pas que pour un n donn�e
(�ni) ce soit le contraire. L'ordre exponentiel n'a donc d'int�erêt que dans le cadre
des �etudes asymptotiques, qui quant �a elles n'en manquent pas et seront men�ees
de mani�ere pr�eliminaire �a toute �etude plus pr�ecise.

Voici deux formules classiques et fort pratiques exploitant la notion d'ordre
exponentiel. Elles sont bas�ees sur la formule de Stirling d'approximation de n!.
On en trouvera les d�emonstrations dans [Gal68] (p. 530) ou [MS77] (p. 309).

D�e�nition 7 On appelle entropie binaire la fonction:

H2(x) = �x log2(x)� (1� x) log2(1� x)

Proposition 4

8� 2]0; 1[
�
n

�n

�
exp
= 2nH2(�)

8� 2]0; 1=2]
�nX
i=0

�
n

i

�
exp
= 2nH2(�)

1.3.2 Probabilit�e de succ�es, quasi-compl�etude, nombre d'it�e-

rations

L'ordre exponentiel est particuli�erement bien adapt�e �a l'�etude de certains
algorithme de d�ecodage quasi-complet.

Supposons en e�et qu'un algorithme A(N) ait la forme suivante :

R�ep�eter N fois:2
4 Choisir al�eatoirement un nouveau param�etre ;

Calculer les candidats associ�es �a ce param�etre ainsi que leur vraisemblance
Garder en m�emoire le plus vraisemblable.

N est appel�e le nombre d'it�erations. Il importe, pour que l'�etude qui suit
soit valable, que les N it�erations soient parfaitement identiques (donc que les
di��erents choix possibles pour le param�etre soient toujours les mêmes) et ind�e-
pendantes les unes des autres.

Il est alors possible de d�e�nir la probabilit�e de succ�es d'une it�eration, que
nous noterons psucc(A) ou simplement psucc en l'absence d'ambigu��t�e, qui est
la probabilit�e pour que le candidat optimal (le coset leader) apparaissent dans
l'ensemble des candidats calcul�es lors d'une it�eration, et qui est donc la même
�a chaque it�eration.
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La probabilit�e d'�echec de l'algorithme (les N it�erations n'ont pas permis
de trouver le candidat le plus vraisemblable) vaut alors (1� psucc)

N . Le d�eco-
dage est quasi-complet si le ratio de cette probabilit�e par la probabilit�e d'erreur
intrins�equement ind�ecodable PML reste major�e lorsque n augmente.

Proposition 5 Pour que le d�ecodage soit quasi-complet, N
exp

� 1
psucc

est n�eces-

saire, et N = n logn
psucc

exp
= 1

psucc
est su�sant.

D�emonstration: Montrons d'abord la condition n�ecessaire :

Supposons N
exp
< 1

psucc
. Alors Npsucc

exp
< 1, donc Npsucc �!

n!1
0, et en

particulier, pour n su�samment grand psucc < 1=2.

La probabilit�e d'�echec de l'algorithme (1� psucc)
N vaut aussi :�

(1� psucc)
1=psucc

�Npsucc

Mais (0 < psucc < 1=2) ) 1=4 < (1 � psucc)
1=psucc < e�1, et puisque

Npsucc tend vers 0, la probabilit�e d'�echec de l'algorithme tend vers 1.
PML tendant vers 0, le d�ecodage n'est pas quasi-complet.

Passons �a la condition su�sante : Supposons N = n logn
psucc

. Alors la proba-

bilit�e d'�echec de l'algorithme (1� psucc)
N vaut aussi :�

(1� psucc)
1=psucc

�n logn
Mais (psucc > 0) ) (1 � psucc)

1=psucc < e�1. La probabilit�e d'�echec de
l'algorithme est donc inf�erieure �a e�n logn. Pour n su�samment grand,
elle est donc inf�erieure �a PML (cf. th�eor�eme 4, p. 22), et le d�ecodage est
donc bien quasi-complet.

�

L'ordre exponentiel du nombre d'it�eration n�ecessaire pour que le d�ecodage
soit quasi-complet est donc l'oppos�e de celui de la probabilit�e de succ�es. Ce
r�esultat tr�es pratique sera utilis�e abondamment dans l'�etude asymptotique des
algorithme de d�ecodage �a base d'ensembles d'information (cf. section 2.2, p 46).

Conclusion

Les principales d�e�nitions dont nous aurons besoin pour traiter du d�ecodage
ont �et�e donn�ees.

Nous avons vu que, pour une utilisation optimale du canal, la plupart des
motifs d'erreur seront de poids sup�erieur au rayon d'empilement d'un code aux
propri�et�es spectrales moyennes. Dans ces conditions, les familles de codes li-
n�eaires binaires usuellement �etudi�es, tels les BCH par exemple, sont inint�eres-
santes pour deux raisons: la premi�ere est que leur propri�et�es spectrales sont
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moins bonnes que la moyenne, la deuxi�eme est que l'on n'a pas d'algorithme de
d�ecodage complet pour ces codes beaucoup plus e�cace que ceux s'appliquant
�a des codes quelconques aux propri�et�es moyennes.

Nous allons �etudier ces algorithmes dans les chapitres suivants, leur com-
plexit�e sera exponentielle en n. Nous avons vu que les taux d'erreur apr�es d�e-
codage sont eux-mêmes exponentiels en n. Nous nous sommes donc �x�es un
degr�e maximal d'impr�ecision pour les futures �etudes quantitatives: en premi�ere
approximation, les termes exponentiels seront donn�es exactement, les autres
seront n�eglig�es.
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Chapitre 2

D�ecodage dur

L'obscurit�e est le royaume de l'erreur.
Marquis de Vauvenargues (R�e
exions et maximes)

Les plus courtes erreurs sont toujours les
meilleures. Moli�ere (L' �Etourdi)

Une erreur ne devient une faute que lorsqu'on ne
veut pas en d�emordre. Ernst J�unger

Introduction

Nous allons donner dans ce chapitre une s�election des algorithmes les plus
classiques de d�ecodage dur complet ou quasi-complet des codes lin�eaires bi-
naires g�en�eraux et leur complexit�e moyenne, du plus trivial au plus rapide.
Nous n'�ecrirons rien sur le d�ecodage par treillis [LV95] [ZS93], car malgr�e d'in-
t�eressants avantages (en particulier pour le d�ecodage souple) sa complexit�e reste
redhibitoire. Nous ne parlerons pas non plus des techniques de gradient de type
(( zero-neighbor algorithm )) [Hwa79] [LH85] [Han98], qui n�ecessitent de lourds
calculs pr�eliminaires pour chaque nouveau code et dont la complexit�e hors cal-
culs pr�eliminaires est de toute fa�con sup�erieure �a celle des algorithmes que nous
allons �etudier.

Dans ce chapitre, le canal binaire sym�etrique et la m�etrique de Hamming
sont consid�er�es. Le d�ecodage complet consiste �a trouver le coset leader du mot
re�cu, ou de mani�ere �equivalente, le mot de code le plus proche du mot re�cu. Nous
supposerons toujours qu'il est unique, le cas contraire �etant tr�es marginal et son
traitement (prise de d�ecision, premier trouv�e ou pseudo-al�ea par exemple) ayant
une in
uence de toute fa�con n�egligeable sur les taux d'erreur et les complexit�es.

Lorsque le poids du coset leader est inf�erieur au rayon d'empilement (ou
capacit�e de correction) du code, les algorithmes peuvent s'arrêter sitôt qu'ils
l'ont trouv�e car on sait qu'il ne peut y avoir de coset de poids inf�erieur. Dans ce
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cas, la compl�exit�e du d�ecodage est fortement r�eduite. Dans le cas contraire en
revanche, rien ne permet en g�en�eral, si ce n'est la comparaison �a tous les autres
�el�ements du coset, d'être sûr que l'�el�ement du coset trouv�e soit le coset leader.
Le d�ecodage complet requiert donc une certaine exhaustivit�e, contrairement
au d�ecodage quasi-complet, souvent probabilste. Les complexit�es mentionn�ees
correspondent au cas o�u le coset leader est de poids w = nH�1

2 (1 � k=n) (ap-
proximation du rayon de recouvrement, ou poids moyen des erreurs pour un
taux de codage �egal �a la capacit�e), c.a.d. au pire cas.

La complexit�e des algorithmes que nous allons consid�erer peut toujours s'ex-
primer sous la forme 2ne(R)P (n) o�u R est le taux de codage k=n, e une fonction
�a valeurs r�eelles positives et P un polynôme. Nous ne nous int�eresserons en g�en�e-

ral qu'�a l'ordre exponentiel des complexit�es: 2ne(R)P (n)
exp
= 2ne(R). La quantit�e

e(R) sera appel�ee coe�cient de complexit�e.

Par exemple, dans le cas d'un algorithme de d�ecodage trivial qui calcule la
distance du mot re�cu �a chaque mot de code, on a e(R) = R. En e�et, si le
calcul de la distance entre deux mots coûte Kdn (Kd �etant une constante), le

coût total de l'algorithme est 2kKdn
exp
= 2nR (car il y a 2k mots de code). Le

coe�cient de complexit�e est donc dans ce cas �egal au taux de codage.

Nous allons voir dans quelle mesure, historiquement, on a pu faire baisser
progressivement le coe�cient de complexit�e.

2.1 D�ecodage par recherche du motif d'erreur

Soit H une (n � k) � n-matrice de parit�e du code, pour tout mot m de
l'espace ambiant, on appelle syndrôme de m le vecteur colonne Hmt (il v�eri�e
une propri�et�e de lin�earit�e: H(m+m0)t = Hmt +Hm0t).

Le mot �emis ayant un syndrôme nul, l'erreur de transmission a le même
syndrôme que le mot re�cu. D�ecoder revient donc a chercher le mot de plus petit
poids ayant le même syndrôme que le mot re�cu.

Une premi�ere m�ethode est de stocker pr�ealablement dans une table, pour
chaque syndrôme, le mot en question. La complexit�e en temps, hors calculs
pr�eliminaires, est alors pour ainsi dire nulle, mais la complexit�e en espace est
de 2n(1�R) et les calculs pr�eliminaires sont �a refaire pour chaque nouveau code.

Cela peut aussi se faire en calculant le syndrôme de tous les mots de l'espace
ambiant que l'on g�en�ere par poids croissant jusqu'�a ce que l'un d'eux corres-
pondent �a celui du mot re�cu.

Nous allons �etudier cet algorithme, non pas tant pour lui même que pour les
trois am�eliorations signi�catives que l'on peut, nous allons le voir, lui apporter.
Celles-ci pourront en e�et introduire quelques id�ees dont nous nous servirons par
la suite pour am�eliorer les algorithmes de d�ecodage par ensemble d'information.

Un travail clair, pr�ecis et complet a �et�e men�e par Ilya Dumer sur ces trois
am�eliorations [Dum89], [Dum93], [Dum96b], [Dum99], [Dum01]. Le dernier ar-
ticle, traitant de la derni�ere am�elioration, devrait parâ�tre en 2001.
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2.1.1 Complexit�e

L'algorithme g�en�ere tous les motifs d'erreur par poids croissant et teste si le
mot re�cu auquel on retranche le motif d'erreur appartient au code (teste si le
mot re�cu et le motif d'erreur ont même syndrôme). Il renvoit le premier ayant
cette propri�et�e.

Il y a
�
n
i

�
motifs d'erreur de poids i. Si le coset leader est de poids w =

nH�1
2 (1 � R), l'algorithme g�en�erera

Pw
i=0

�
n
i

� exp
= 2nH2(w=n) exp

= 2n(1�R) motifs
distincts, le traitement de chacun d'entre eux se faisant en temps polynomial
(calcul d'un syndrôme, test d'�egalit�e).

Le rayon de recouvrement peut être plus grand que nH�1
2 (1�R) il ne s'agit

pas alors de d�ecodage complet, mais Evseev a montr�e [Evs83] que la probabilit�e
d'erreur de tout algorithme de d�ecodage explorant les 2n(1�R) motifs d'erreur
de plus petit poids �etait major�e par deux fois la probabilit�e PML pour que le
motif d'erreur soit (( intrins�equement ind�ecodable )); Dumer a quant �a lui montr�e
[Dum96b] que s'il explore les N motifs d'erreur de plus petit poids, quel que

soit N , la probabilit�e d'erreur est major�ee par
�
1 + 2n(1�R)

N

�
PML. On a donc

au pire un d�ecodage quasi-complet.
Le coe�cient de complexit�e est donc, c'est notoire 1, 1�R.

2.1.2 Restriction �a un ensemble d'information

Appelons (1:::n) le support de l'espace ambiant, et supposons, sans perte de
g�en�eralit�e et quitte �a s'en remettre �a une permutation de ce support, que (1:::k)
repr�esente un ensemble d'information, c.a.d. un sous-ensemble du support de
cardinalit�e �egale �a la dimension du code et tel que la sous-matrice extraite
d'une quelconque matrice g�en�eratrice du code en ne gardant que les colonnes
ind�ex�ees par cet ensemble soit de rang plein.

Lorsqu'il g�en�ere un nouveau motif d'erreur, l'algorithme pr�ec�edent d�etermi-
nait tous les bits de ce motif. L'am�elioration consiste ici �a ne d�eterminer que les
k premiers bits et �a compl�eter ce d�ebut de motif de mani�ere �a ce que le motif
obtenu ait le même syndrôme que le mot re�cu.

Pour ce faire, on a juste besoin d'une matrice syst�ematique �a gauche du code
(rappelons que (1:::k) est un ensemble d'information). En e�et, en r�eencodant
par cette matrice le mot re�cu restreint aux k premi�eres positions, auquel on
retranche le d�ebut de motif, on obtient un mot de code qui ne di��ere du mot
re�cu sur les k premi�eres positions que par le d�ebut de motif consid�er�e. Si on le
retranche au mot re�cu, on obtient le seul motif d'erreur �egal �a notre d�ebut de
motif sur l'ensemble d'information et de même syndrôme que le mot re�cu. Bien
sûr, le compl�ement ainsi calcul�e pour le motif ne sera g�en�eralement pas de poids
faible, mais ce sera le cas si les k premiers bits correspondent �a ceux du coset
leader.

1. Cette complexit�e est g�en�eralement mentionn�ee comme �etant celle du d�ecodage par treillis.
Mais si les versions basiques de ces deux algorithmes se ressemblent en ce qu'ils testent plus
ou moins les mêmes candidats (mais les algorithmes et l'ordre des tests sont di��erents), leurs
versions am�elior�ees n'ont, quant �a elles, rien �a voir.
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Pour trouver le coset leader, l'algorithme pr�ec�edent doit avoir juste sur les n
d�ecisions prises pour d�eterminer le motif, tandis qu'avec l'am�elioration il su�t
qu'il ait juste sur les k premi�eres.

Une premi�ere version de cet algorithme consiste alors �a g�en�erer tous les
motifs de poids inf�erieur ou �egal �a w sur la fenêtre d'information, on obtient alors

une complexit�e �egale �a 2o(n)
Pw

i=0

�
k
i

� exp
= 2nRH2( w

nR ) qui est bien-sûr inf�erieure

�a 2o(n)
Pw

i=0

�
n
i

�
, la complexit�e de l'algorithme sans am�elioration.

Une deuxi�eme possibilit�e [Evs83], qui s'av�ere plus �economique, est de consi-
d�erer plusieurs ensembles d'information de mani�ere �a être assur�e que sur au
moins l'un d'entre eux le poids de l'erreur est au plus wR (pour un code cy-
clique on peut par exemple prendre l'ensemble (1:::k) et tous ses shifts successifs.
D'une mani�ere g�en�erale, pour presque tous les codes, moins de n ensembles d'in-
formation su�sent). On ne g�en�ere donc les di��erents motifs que jusqu'au poids
wR au lieu de w.

La complexit�e est alors de 2o(n)
PwR

i=0

�
k
i

� exp
= 2nRH2(wRnR ).

Si w = nH�1
2 (1�R), elle est donc d'ordre exponentiel 2nR(1�R).

Le nouveau coe�cient de complexit�e est donc R(1�R).

2.1.3 S�eparation en deux des mots de l'espace ambiant

L'algorithme de base ne sollicite quasiment pas la m�emoire de l'ordina-
teur. Cette situation indique souvent la possibilit�e d'un meilleur compromis
temps/m�emoire. Nous allons voir comment la complexit�e de l'algorithme de base
peut être r�eduite �a sa racine carr�ee, ou comment diviser par deux le coe�cient
de complexit�e 1�R.

Pour tout motm de l'espace ambiant, soit s(m) = Hmt son syndrôme (H est
une matrice de parit�e donn�ee du code). Soient I1 = (1:::n=2) et I2 = (n=2+1:::n)
partitionnant le support en deux parties de même cardinalit�e, et soient H1, H2,
m1 et m2 les restrictions de la matrice H et du mot m aux ensembles I1 et I2
respectivement.

On v�eri�e imm�ediatement que Hmt = H1m
t
1+H2m

t
2, notons alors s1(m1) =

H1m
t
1 et s2(m2) = H2m

t
2 ce que nous appellerons les syndrômes partiels.

Rechercher un mot m de longueur n, de syndrôme donn�e, disons �egal �a ~s,
et de poids minimal revient donc �a chercher deux mots m1 et m2 de longueur
n=2, tels que s1(m1) + s2(m2) soit �egal ~s et wt(m1) + wt(m2) soit minimal.

Nous allons donc g�en�erer par poids croissant, et jusqu'�a un certain poids
p, des mots m1 et m2 de longueur n=2 et les stocker, ainsi que leur syndrôme
partiel dans des tables T1 et T2.

Il su�t ensuite de chercher un couple (m1;m2), tel que s1(m1)+s2(m2) soit
�egal ~s (et l'on a bien sûr wt(m1) + wt(m2) � 2p).

Algorithmiquement parlant, deux solutions se pr�esentent pour avoir acc�es �a
ces couples:

{ ou bien grâce �a un tri pr�eliminaire des ensembles de couples (m; si(m))
selon un ordre sur les si(m) 2 Fn�k2 ; la complexit�e d'un tri a le même
ordre exponentiel que le cardinal de l'ensemble et n'augmentera donc pas
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l'ordre exponentiel de la complexit�e de l'algorithme qui est minor�ee par
ce cardinal (il n'empêche que, bien que de même ordre exponentel, la
complexit�e de ce tri dominera celle de la premi�ere �etape par un facteur
polynomial en n).

{ Ou bien grâce �a un rangement au fur et �a mesure des m dans des bô�tes
correspondant �a la valeur des si(m); la complexit�e en espace (nombre de
bô�tes) devient alors d'ordre exponentiel n� k; lequel se r�epercute sur la
complexit�e en temps pour des raisons de gestion de la m�emoire (coût de
l'allocation, de l'initialisation, de la lib�eration des bô�tes).

La deuxi�eme solution est ici exclue car la complexit�e de l'algorithme hors
gestion de la m�emoire est, nous allons le voir, d'ordre exponentiel strictement
inf�erieure �a n� k; et utiliser la deuxi�eme solution annulerait cette am�elioration.
On adoptera donc la solution du tri.

Les coûts en temps et en m�emoire de ces di��erentes �etapes, si elles sont
correctement impl�ement�ees, sont du même ordre exponentiel que le nombre de
mots ainsi g�en�er�es.

Que doit valoir p pour que l'algorithme donne la solution ? L'ideal serait
d'avoir p = w=2 pour avoir le plus faible coût. Mais l'on n'est pas sûr que le
coset leader se s�epare sur (I1; I2) en deux parties de même poids. Par ailleurs en
prenant p plus grand, on ne peut être assur�e que la premi�ere solution trouv�ee
soit la meilleure, ce qui complique la deuxi�eme phase...

La solution consiste en fait �a consid�erer une fois encore plusieurs partitions
(I1; I2) di��erentes. On prendra les n=2 premiers shifts de la partition (I1; I2)
d�e�nies plus haut. On v�eri�e en e�et ais�ement que le poids de tout mot de
poids w se d�ecompose en (w=2; w=2) sur l'une au moins de ces n=2 partitions.
On peut alors ne calculer que les mots m1 et m2 de poids w=2, s'il existe un
�el�ement du coset de poids w, il sera ainsi d�etect�e.

Quelques adaptations simples sont �a faire dans le cas o�u n et/ou w sont
impairs mais ne posent pas vraiment de probl�emes [Dum99].

Il faut g�en�erer et stocker en m�emoire n
�n=2
w=2

� exp
= 2

n
2H2(w=n) mots, donc

2n=2(1�R) si w = nH�1
2 (1�R).

Le nouveau coe�cient de complexit�e vaut donc 1�R
2 .

2.1.4 Utilisation de codes poin�conn�es

On voudrait utiliser simultan�ement les deux am�eliorations pr�ec�edentes et

obtenir ainsi un coe�cient de complexit�e de R(1�R)
2 , mais cela n'est pas possible

car si l'on connâ�t la valeur du syndrôme de l'erreur sur le support complet,
on n'a en revanche aucune information sur la valeur du syndrôme de l'erreur
restreinte �a un ensemble d'information.

Il est cependant possible de connâ�tre la valeur du syndrôme de l'erreur res-
treinte �a un sous-ensemble du support relativement �a la matrice de parit�e du
code poin�conn�e en le compl�ementaire de ce sous-ensemble. On pourra, grâce �a
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cette astuce, regrouper indirectement ces deux am�eliorations en un seul algo-

rithme. Le coe�cient de complexit�e ne sera pas R(1�R)
2 mais R(1�R)

1+R . Voici le
principe:

Soit s (k < s < n) un param�etre de l'algorithme. Supposons, par souci
de simplicit�e, que s et w soient pairs. Et soient I1 et I2 deux sous-ensembles
disjoints du support, de cardinalit�e s=2 tels que I = I1[I2 contienne un ensemble
d'information.

Soit CI le [s; k]-code poin�conn�e, c'est-�a-dire l'ensemble des restrictions des
mots de code �a l'ensemble I ; et soit HI une (s� k)� s-matrice de parit�e de ce
code.

Soit m le mot re�cu, mI sa restriction �a I , et ~s le syndrôme selon HI de mI .
Soient en�n HI1 et HI2 les restrictions de HI aux ensembles I1 et I2 et pour

tous mots m1 et m2 de longueur s=2, s1(m1) = HI1m
t
1 et s2(m2) = HI2m

t
2 leurs

syndrômes partiels.
Le fait que I contienne un ensemble d'information du code implique que tout

mot de code poin�conn�e cI ne peut être �etendu qu'en un seul mot de code c, que
l'on notera C(cI), et que cela peut se faire par simple r�eencodage de la partie
(( information )) de cI .

Nous allons supposer que I1 et I2 contiennent chacun au plus w
s
2n erreurs de

transmission. L'hypoth�ese est abusive, mais comme dans les deux cas pr�ec�edents,
on consid�erera plusieurs couples (I1; I2) choisis de mani�ere �a ce que l'on soit sûr
qu'au moins l'un d'entre eux la v�eri�e. Dumer a montr�e, de mani�ere constructive,
que O(n) couples (I1; I2) su�sent [Dum96b] (voir aussi [Bar98]).

On cherche alors deux mots m1 et m2 de longueur s=2, de poids inf�erieur
ou �egal �a w s

2n , tels que s1(m1) + s2(m2) = ~s, et tels que m+C(mI + (m1jm2))
soit de poids minimum.

Nous allons construire tous les mots de longueur s=2 et de poids inf�erieur ou
�egal �a w s

2n . Et pour chaque tel mot e, nous stocquerons les couples (e; s1(e)) et

(e; s2(e)). Cette op�eration aura un coût d'ordre exponentiel 2
s
2H2(

w
n ).

Nous allons ensuite consid�erer les paires (e1; e2) telles que s1(e1)+s2(e2) = ~s.
On montre qu'en moyenne une paire sur 2s�k v�eri�e cette �egalit�e. Pour chaque
telle paire, on calcule le poids de m+ C(mI + (e1je2)) et si ce poids est le plus
petit que l'on ait trouv�e, on garde en m�emoire le mot de code C(mI + (e1je2)).
Cette op�eration aura un coût moyen d'ordre exponentiel 2sH2(

w
n )�(s�k).

Algorithmiquement parlant, deux solutions se pr�esentent pour avoir acc�es �a
ces paires:

{ ou bien grâce �a un tri pr�eliminaire des ensembles de couples (e; si(e))
selon un ordre sur les si(e) 2 Fs�k2 ; la complexit�e d'un tri a le même
ordre exponentiel que le cardinal de l'ensemble et n'augmentera donc pas
l'ordre exponentiel de la complexit�e de l'algorithme qui est minor�ee par
ce cardinal (il n'empêche que, bien que de même ordre exponentel, la
complexit�e de ce tri dominera celle de la premi�ere �etape par un facteur
polynomial en n).

{ Ou bien grâce �a un rangement au fur et �a mesure des e dans des bô�tes
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correspondant �a la valeur des si(e); la complexit�e en espace (nombre de
bô�tes) devient alors d'ordre exponentiel s� k; lequel se r�epercute sur la
complexit�e en temps pour des raisons de gestion de la m�emoire (coût de
l'allocation, de l'initialisation, de la lib�eration des bô�tes).

Si la complexit�e de l'algorithme hors gestion de la m�emoire est d'ordre expo-
nentiel sup�erieur ou �egal �a s� k, et si les ressources en m�emoire le permettent,
la deuxi�eme solution sera pr�ef�er�ee car elle permet de faire l'�economie du tri.

A la �n de ces op�erations, le mot de code gard�e en m�emoire est celui que
l'on recherchait. Le coût de l'algorithme, pour w = nH�1

2 (1 � R), est d'ordre

exponentiel 2max( s2 (1�R);s(1�R)�(s�k)). Le coe�cient de complexit�e est donc �egal
�a max

�
s
2 (1�R); s(1� R)� (s� k)

�
=n.

Le minimum est atteint pour s = n 2R
1+R , on a alors:

s

2
(1�R) = s(1�R)� (s� k) = s� k = n

R(1�R)

1 +R

Le nouveau coe�cient de complexit�e est donc R(1�R)
1+R .

La complexit�e en espace est du même ordre exponentiel que la complexit�e

en temps (2
s
2H2(

w
n ) = 2n

R(1�R)
1+R ) et l'on remarque en particulier qu'elle est donc

d'ordre exponentiel 2s�k. La solution des bô�tes plutôt que celle du tri n'aug-
mente donc la complexit�e en espace que par une constante, et diminue la com-
plexit�e en temps, du fait de l'�economie du tri, par un facteur lin�eaire en n.
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2.2 D�ecodage par ensemble d'information

2.2.1 Principe et justi�cation

J'appellerai algorithme de d�ecodage par ensemble d'information tout al-
gorithme de d�ecodage des codes lin�eaires g�en�eraux (al�eatoires) explorant un
nombre exponentiel (en n) d'ensembles d'information (contrairement aux algo-
rithmes des sections 2.1.2 et 2.1.4, qui travaillent sur O(n) ensembles d'infor-
mation di��erents).

Le d�ecodage par ensemble d'information est un principe puissant, r�edui-
sant fortement les complexit�es usuelles. Introduit tr�es tôt (1962) pour les codes
cycliques [Pra62], g�en�eralis�e par Omura dans un rapport de 1969 (cf. [CC81]
pp.119-127), il a depuis �et�e red�ecouvert et largement �etudi�e, citons entre autres,
par ordre chronologique [McE78], [CG81], [Kro89], [CG90], [Dum91], [vT94],
[CC98], [BKvT99].

Pour le comparer �a la recherche de motif d'erreur, disons que plutôt que
d'avoir besoin de trouver pr�ecis�ement l'erreur, le d�ecodage par ensemble d'in-
formation a juste besoin d'en trouver un (n � k)�recouvrement, ce qui est
nettement plus facile.

D�e�nition 8 Soient X un ensemble, e un sous-ensemble de X et r un en-
tier. on appelle r�recouvrement de e tout sous-ensemble de X de cardinalit�e r
contenant e, on dit qu'il recouvre e.

Si E est un ensemble de sous-ensembles de X, on appelle r�recouvrement
de E tout ensemble R de sous-ensembles de X de cardinalit�e r, tel que tout
�el�ement de E soit recouvert par au moins un �el�ement de R.

Si l'on a un (n � k)�recouvrement du motif d'erreur, son compl�ementaire
(de cardinalit�e k) est d�epourvu d'erreur, et pour peu qu'il s'agisse d'un en-
semble d'information, il est alors possible d'annuler le coset du mot re�cu sur cet
ensemble et donc de retrouver l'erreur.

S'il ne s'agit pas d'un ensemble d'information, c.a.d. si la matrice extraite de
la matrice g�en�eratrice en ne gardant que les colonnes ind�ex�ees par cet ensemble
est de rang non plein k � x (x > 0) (On dit alors de cet ensemble qu'il est
x�d�efectif), alors le motif d'erreur est �a chercher parmi au plus 2x cosets du
mot re�cu, facilement calculables. Il su�t en e�et de compl�eter l'ensemble par x
�el�ements ad�equats de mani�ere �a ce qu'il contienne un ensemble d'information,
et d'essayer les 2x motifs possibles sur le compl�ement.

Par ailleurs, on montre que la valeur maximale qui puisse être prise par x est
n�egligeable devant k, ainsi que l'a�rme de mani�ere plus rigoureuse le th�eor�eme
suivant [CG90].

Th�eor�eme 6 Pour tout taux de codage R, tout � > 0, et tout n su�samment
grand, presque aucun [n; bnRc]�code lin�eaire ne contient de bnRc-uplet bnR�c-
d�efectif.
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En�n, les impl�ementations que nous allons proposer ne testent de toute fa�con
que des k�uplets non d�efectifs. Le lemme suivant, attribu�e �a D. Mandelbaum
[Man80] est �a ce titre rassurant:

Lemme 1 Soit w une m�etrique sur Fn2 telle que:

8x; x0 2 Fn2 (suppx ( suppx0)) (w(x) < w(x0))

Pour tout code C et tout coset leader m (relativement �a la m�etrique w), il
existe au moins un ensemble d'information de C disjoint de m.

D�emonstration: Permutons le code de mani�ere �a ce que le support de m en
constitue les positions les plus �a droite. Consid�erons une matrice g�en�era-
trice de C r�eduite �a sa forme �echelon, et soit c sa derni�ere ligne.

Soit i la position non nulle la plus �a gauche de c, et j celle de m. Si j > i
l'ensemble d'information de la forme �echelon est disjoint du support de m,
et si j � i, alors c a son support inclus dans celui de m.

Donc m + c a son support strictement inclus dans celui de m et donc
w(m+ c) < w(m), ce qui est incompatible avec le fait que m est un coset
leader. �

2.2.2 Description d'une it�eration, format des donn�ees

Un algorithme de d�ecodage par ensemble d'information consiste �a chercher
un ensemble d'information d�epourvu d'erreur. Si l'on en trouve un, il est alors
possible de calculer l'�el�ement du coset n'ayant que des 0 sur cet ensemble, et il
s'agit forc�ement de l'erreur (mais l'on ne sait pas forc�ement la distinguer d'un
autre �el�ement du coset).

Nous supposerons, quitte �a permuter les colonnes, que l'ensemble d'infor-
mation consid�er�e est l'ensemble des k positions les plus �a gauche. La matrice
g�en�eratrice sera toujours sous forme syst�ematique (ce qui demande une diagona-
lisation �a chaque changement d'ensemble d'information), et puisqu'il est loisible
de consid�erer n'importe quel �el�ement du coset du mot re�cu m �a la place de
celui-ci, nous consid�ererons que m est �egal �a l'�el�ement de son coset qui est nul
sur l'ensemble d'information.

n� kz }| {
G =

2
64g1...
gk

3
75 =

2
64 1 (0)

. . . GR

(0) 1

3
75
9>=
>; k

m =
�
0 : : : 0 mR

�
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Ainsi, g1; :::gk et m ayant toujours la même forme sur les k positions les plus
�a gauche, il n'est pas n�ecessaire de stocker en m�emoire les k(k + 1) bits corres-
pondants. Seuls les (n� k)(k+1) bits des n� k positions, dites de redondance,
les plus �a droite (GR et mR) seront stock�es.

Remarque 1 Les k + 1 lignes en question, de longueur n� k, seront stock�ees
sous forme de mots machines (de la largeur du bus de donn�ees). Il sera ainsi
posssible par exemple d'e�ectuer un grand nombre d'addition modulo 2 (ou ex-
clusif) simultan�ement (32 ou 64 pour la plupart des architectures actuelles).

L'algorithme calcule le poids de m sur ces n� k positions (c.a.d. le poids de
mR). S'il est inf�erieur au rayon d'empilement du code, il ne peut s'agir que du
coset leader. L'algorithme le reconstruit en allouant les k positions e�ac�ees et
en e�ectuant la bonne permutation.

Sinon, l'algorithme consid�ere un nouvel ensemble d'information, recalcule,
par une �eliminination de Gauss ou pivot, GR puis mR et recommence.

L'algorithme garde en m�emoire le coset de plus petit poids parmi ceux qu'il
a calcul�es. Il renvoie ce dernier si au bout d'un nombre d'it�erations Nmax donn�e
il n'en a pas trouv�e de poids inf�erieur au rayon d'empilement.

Le taux d'erreur r�esiduel est fonction de Nmax et d�ecroit asymptotique-
ment vers le taux d'erreur r�esiduel du d�ecodage complet lorsque Nmax tend vers
l'in�ni. La valeur de Nmax n�ecessaire pour obtenir un taux d'erreur r�esiduel
inf�erieur �a x fois ce taux (x > 1 donn�e) (c'est �a dire pour que le d�ecodage soit
quasi-complet) crô�t exponentiellement avec la longueur quel que soit x.

2.2.3 Pivot vicinal

Lorsque deux ensembles d'information ne di��erent que par une position, on
parle alors d'ensembles d'information (( vicinaux )), et on apelle pivot (( vici-
nal )) le fait d'obtenir une matrice diagonalis�ee sur l'un �a partir d'une matrice
diagonalis�ee sur l'autre.

Il s'agit donc de permuter une position d'information et une position de re-
dondance et d'e�ectuer le pivot correspondant. Mais de même que tout k�uplet
de positions ne constitue pas forc�ement un ensemble d'information, toutes les
permutations ne permettront pas d'e�ectuer un pivot.

Nous allons donner une condition n�ecessaire et su�sante sur les deux posi-
tions �a permuter pour que le pivot soit possible avant de d�ecrire dans le d�etail
la routine qui l'e�ectuera.

Proposition 6 Soit I un ensemble d'information, �I son compl�ementaire et G
la matrice g�en�eratrice diagonalis�ee selon I. Alors pour tout couple (�; �) 2 I� �I,
l'ensemble obtenu �a partir de I en permutant � et � est un ensemble d'informa-
tion si et seulement si G�;� = 1.

D�emonstration: Un k�uplet J est un ensemble d'information si et seulement
si les colonnes de G ind�ex�ees par J sont lin�eairement ind�ependantes.
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Les colonnes ind�ex�ees par I�f�g sont nulles sauf en une position, distincte
pour chaque colonne. Elles sont donc lin�eairement ind�ependantes et il n'y
a que la position � en laquelle elles soient toutes nulles.

il faut et il su�t donc que la colonne � soit ind�ependante de ces derni�eres;
ce qui est le cas si et seulement si elle est non nulle en �. �

Nous avons vu que seule la partie redondante GR de G est stoqu�ee en m�e-
moire. Mettre �a jour GR en tenant compte d'un pivot selon deux positions � et �
v�eri�ant la condition ci-dessus revient donc �a e�ectuer les op�erations suivantes:

1 Compl�eter GR pour obtenir G (syst�ematique �a gauche);

2 permuter les colonnes � et � de G;

3 diagonaliser �a gauche la nouvelle matrice par des combinaisons lin�eaires
de lignes ad�equates;

4 �eliminer la partie syst�ematique et stocquer dans GR la partie redondante
obtenue.

En �etudiant plus pr�ecis�ement l'�etape 3, nous allons voir comment s'a�ranchir
des �etapes 1, 2 et 4: au d�ebut de l'�etape 3, la matrice est presque syst�ematique,
seule la colonne � doit être modi��ee par les combinaisons lin�eaires:

� �

# #

G =

2
6666666666664

1 ? 0
. . .

...
...

. . . ? (0) 0
1 (?) 1 (?)

(0) ?
. . . 0

...
. . .

...
? 1 0

3
7777777777775
 �

m = [ (0) ? (0) j (?) 0 (?) ]

Il s'agit donc de transformer, par une combinaison lin�eaire de ligne ad�equate,
chaque (( 1 )) de la colonne �, sauf celui de la diagonale, en (( 0 )). Les combinaisons
lin�eaires ad�equates en question consistent bien sûr �a ajouter la ligne � aux lignes
ayant un (( 1 )) sur la colonne �. Ce faisant, on voit que la colonne � prendra
la forme de la colonne �, ce qui est le but recherch�e, mais aussi que la colonne
� prendra la forme de la colonne �. Tout se passe donc, apr�es cette �etape 3,
comme si l'on n'avait pas permut�e les deux colonnes �a l'�etape 2, qui apparâ�t
donc super
ue.

Supposons donc que l'on n'op�ere que sur la matrice GR, c.a.d. que l'on oublie
les �etapes 1,2 et 4. On vient de voir que la colonne � reste inchang�ee. Quelles
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transformations le reste de la matrice GR doit-il subir? Il faut, comme on vient
de le voir, ajouter la ligne � aux lignes ayant un (( 1 )) sur la colonne que l'on
aurait envoy�ee en � �a l'�etape 2, c.a.d. la colonne �, �a ceci pr�es donc, que cette
colonne � ne doit pas en être a�ect�ee. Voici donc la routine que je propose, avec
les notations suivantes:

Pour i = 1:::k, Ri repr�esentera la i�eme ligne de GR, et pour j = k + 1:::n,
Ri;j = Gi;j . Les additions sont des (( ou exclusifs )) sur les bits.

Pivot(R;mR; �; �)2
66666664

Si R�;� = 0 alors ...ERREUR, STOP...

R�;�  0 /*pour ne pas a�ecter la colonne � */
Pour i allant de 1 �a k, i 6= �, faire:�
Si Ri;� = 1 alors Ri  Ri +R�

Si m� = 1 alors mR  mR +R�

R�;�  1

Le test �a l'int�erieur de la boucle sera positif une fois sur 2 en moyenne. La

complexit�e de cette routine est donc bien k+1
2 (n� k) � R(1�R)

2 n2.

Bien sûr, il faudra garder en m�emoire la permutation globale qu'aura subie
la matrice G au �l des it�erations a�n de pouvoir reconstruire quand on le d�esire
le coset choisi. La routine d�ecrite ci-dessus devra donc en plus mettre �a jour
cette permutation globale.

2.2.4 Complexit�e

Coût d'une it�eration

Le coût de chaque it�eration est le coût d'un pivot plus celui du calcul du poids
de mR. Si l'on dispose d'une matrice diagonalis�ee sur l'ensemble d'information
I comme point de d�epart, et que l'on veut obtenir une matrice diagonalis�ee sur
l'ensemble d'information J , le plus �economique est d'e�ectuer k� jI \ J j pivots
vicinaux.

Lemme 2 Si I et J sont deux sous-ensembles de f1:::ng de cardinal k choisis
al�eatoirement (de mani�ere uniforme dans l'ensemble des tels sous-ensembles) et

de mani�ere ind�ependante, alors l'esp�erance du cardinal de I \ J est �egale �a k2

n .

D�emonstration: Si I est un sous-ensemble de f1:::ng de cardinal k choisi al�ea-
toirement de mani�ere uniforme dans l'ensemble des tels sous-ensembles,
alors chaque position appartient �a I avec une probabilit�e k

n . On a donc:

E(jI \ J j) =
nX
i=1

Pr(i 2 I \ J) =
nX
i=1

Pr(i 2 I) Pr(i 2 J) = n

�
k

n

�2

�
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k � jI \ J j vaut donc en moyenne nR(1�R). La complexit�e moyenne d'un

pivot vicinal (avec mise �a jour de mR) vaut quant �a elle
(k+1)(n�k)

2 � n2R(1�R)2 .
La complexit�e moyenne d'un pivot est donc n3R2(1�R)2=2.

Celle du calcul du poids de mR, lin�eaire en n, est donc n�egligeable, et les
it�erations de l'algorithme de d�ecodage par ensemble d'information coûte en
moyenne n3R2(1�R)2=2.

Nombre d'it�erations

Un algorithme de d�ecodage par ensemble d'information teste successivement
di��erents ensembles d'information en esp�erant que le compl�ementaire de l'un
d'eux recouvre l'erreur. Nous avons deux possibilit�es:

Ou bien il choisit al�eatoirement un certain nombre N d'ensembles d'infor-
mations. On a alors un algorithme probabiliste et si N est correctement dimen-
sionn�e, il s'agit de d�ecodage quasi-complet (nous allons �etudier la d�ependance
de N en n et k pour que ce soit le cas).

Ou bien il parcourt une liste pr�ed�e�nie ou calculable d'ensembles d'informa-
tion qui est telle que l'ensemble de leurs compl�ementaires recouvre l'ensemble
des cosets leader. On peut alors être assur�e que le compl�ementaire d'au moins
l'un d'entre eux recouvre le coset leader du mot re�cu et donc que celui-ci sera
calcul�e. Il s'agit alors d'un algorithme d�eterministe de d�ecodage complet.

D�e�nition 9 On appelle sph�ere de Hamming de rayon w sur un ensemble X,
l'ensemble de tous les sous-ensembles de X de cardinal w.

Les cosets leader �etant de poids au plus le rayon de recouvrement du code,
il su�t d'avoir une liste d'ensembles d'information telle que l'ensemble de leurs
compl�ementaires recouvre la sph�ere de Hamming de rayon le rayon de recouvre-
ment du code.

Quel que soit le code consid�er�e, on sait qu'une telle liste existe. On connait
même [ES74] des bornes inf�erieures et sup�erieures de même ordre exponentiel
sur sa taille minimale:

Th�eor�eme 7 Soit, pour tout w < r < n, b(n; r; w) le cardinal minimal d'un
r�recouvrement de la sph�ere de Hamming de rayon w sur f1:::ng. On a:�
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Le traitement de chaque ensemble d'information se faisant en temps polynô-
mial, le coe�cient de complexit�e de l'algorithme d�eterministe serait donc (avec
r = n� k et w = nH�1

2 (1�R), ou encore � = H2(
) = 1�R):
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Malheureusement, on ne sait comment g�en�erer une liste d'ensembles d'infor-
mation ayant la propri�et�e requise et une taille du même ordre exponentiel que
les bornes mentionn�ees ci-dessus. Nous allons donc nous int�eresser �a la version
probabiliste.

En supposant toujours l'erreur de poids w, la probabilit�e pour qu'un en-
semble d'information donn�e soit d�epourvu d'erreur vaut

�
n�w
k

�
=
�
n
k

�
=
�
n�k
w

�
=
�
n
w

�
.

Cette quantit�e est donc aussi la probabilit�e psucc pour que le coset leader soit
d�etect�e �a une it�eration donn�ee.

Les it�erations �etant ind�ependantes les unes des autres, On en d�eduit (cf.
section 1.3.2, p. 36) que n logn

psucc
it�erations su�sent pour e�ectuer un d�ecodage

quasi-complet.

Et puisque psucc =
�
n�k
w

�
=
�
n
w

� exp
= 2n((1�R)H2( 


1�R )�H2(
)) (o�u 
 = w
n ), le

nombre d'it�erations est d'ordre exponentiel:

2n(H2(
)�(1�R)H2( 

1�R ))

Le coe�cient de complexit�e est donc (avec 
 = H�1
2 (1�R)):
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c.a.d. le même que dans le cas d�eterministe.

2.3 D�ecodage mixte

2.3.1 Recherche de motifs d'erreur: approche directe

Dans l'algorithme d�ecrit en section pr�ec�edente, un seul �el�ement du coset est
calcul�e �a chaque it�eration. Celui-ci supporte donc seul le coût du pivot. Il est
plus int�eressant de partager ce coût entre un nombre T > 1 d'�el�ements du coset
en autorisant un petit nombre d'erreur p sur l'ensemble d'information.

Par exemple, un �el�ement du coset de poids 1 sur l'ensemble d'information
est �egal �a la somme de l'�el�ement m du coset de poids z�ero sur cet ensemble et
de l'une des lignes de la matrice g�en�eratrice. A tout �el�ement c du coset de poids
p sur l'ensemble d'information correspond un ensemble J � f1:::kg de cardinal
p tel que c = m+

P
j2J gj .

Comment �evolue la complexit�e si l'on calcule �a chaque it�eration les T =Pp
i=0

�
k
i

� � (nR)p

p! �el�ements du coset de plus petit poids sur l'ensemble d'infor-
mation?

La probabilit�e pour que le coset leader, qui est de poids w = n
, soit de poids

au plus p sur un ensemble d'information donn�e, vaut psucc =
Pp

i=0 (
n�k
w�i)(

k
i)

(nw)
; psucc

est donc
Pp

i=0 (
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k
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(n�kw )
� ( R


1�R�
)
p

p! np fois sup�erieure �a la probabilit�e de succ�es

d'une it�eration de l'algorithme de base. On peut donc s'attendre �a ce que le
nombre d'it�erations n�ecessaire �a la quasi-compl�etude soit d'autant diminu�e.
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Chaque it�eration demande une diagonalisation de la matrice g�en�eratrice se-
lon un nouvel ensemble d'information, ce qui coûte en moyenne n3R2(1�R)2=2,
ainsi que le calcul des T motifs d'erreur (�el�ements du coset) de poids i (i � p)
sur l'ensemble d'information, et de leur poids, ce qui coûte, pour chacun d'entre
eux (i+ 1)n(1�R).

Le coût de chaque it�eration est donc multipli�e par environ 1+ 2T (p+1)n(1�R)
n3R2(1�R)2 �

1 + 2(p+1)(nR)p�2

(1�R)p! .

Le coût global est donc multipli�e par:
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p!�

R

1�R�


�p
np

�
1 +

2(p+ 1)(nR)p�2

(1�R)p!

�

On trouve que mp+1 �mp est proportionnel �a:
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La valeur optimale de p est donc le plus petit p tel que lp > 0.
Or l0 = nR
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De même l1 = 2
�
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1�R , donc:
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En revanche, si nR � p � 2, alors p!
(nR)p�2 � 2, et puisque 
 < 1�R

2 , on a:

2(p+ 2)



� 2(2p+ 3)

1�R
>

2

1�R
> 2; et donc lp > 0:

La valeur optimale de p est donc g�en�eralement �egale �a 2, et ce, ind�ependam-
ment de n. Le coe�cient de complexit�e ne sera donc pas modi��e, mais pour
p = 2, la complexit�e est divis�ee par le polynôme:
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On a vu cependant, dans la section traitant des algorithmes de recherche de
motifs d'erreur, que la recherche pouvait être acc�el�er�ee par quelques astuces. La
premi�ere am�elioration, consistant �a se restreindre �a un ensemble d'information,
n'est �evidemment pas applicable au d�ecodage par ensemble d'information. La
deuxi�eme ne l'est pas directement car on ne connâ�t pas le syndrôme de l'erreur
restreinte �a l'ensemble d'information consid�er�e. Mais il est possible d'adapter la
troisi�eme.
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2.3.2 Utilisation de codes poin�conn�es

A chaque it�eration, plutôt que de calculer les �el�ements du cosets de poids au
plus p sur un ensemble d'information, nous allons chercher ceux qui sont de poids
au plus p sur un ensemble contenant strictement un ensemble d'information.
Appelons cet ensemble I , s > k son cardinal et supposons s et p pairs, et
p < ws

n (si p = ws
n , on retrouve le d�ecodage de la section 2.1.4).

Chaque it�eration consistera en une execution de l'algorithme d�ecrit en section
2.1.4. La di��erence entre les deux algorithmes r�eside en ce que le premier est un
algorithme d�eterministe de d�ecodage complet calculant les mots poin�conn�es de
poids au plus w s

n sur O(n) sous-ensembles d�etermin�es judicieusement; tandis
que le second est un algorithme probabiliste de d�ecodage quasi-complet calculant
les mots poin�conn�es de poids au plus p < w s

n sur un nombre exponentiel de
sous-ensembles d�etermin�es al�eatoirement.

Ce principe a �et�e propos�e par Dumer en 91 [Dum91]. Calculons l'ordre ex-
ponentiel du coût global de cet algorithme.

La probabilit�e de succ�es �a chaque it�eration est la probabilit�e pour que le coset
leader soit de poids au plus p=2 sur deux sous-ensembles du support, al�eatoires,
disjoints, de cardinal s=2:
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, et on pour-

rait montrer que ce produit de coe�cients binomiaux augmente avec i et j jus-
qu'�a i = j = ws

2n , or
p
2 < ws

2n , le max est donc atteint pour i = j = p=2, et�
s=2
p=2

�2�n�s
w�p

� exp
= 2sH2( ps )+(n�s)H2(w�pn�s ))

Le nombre d'it�erations n�ecessaire au d�ecodage quasi-complet est donc d'ordre

exponentiel 2nH2(wn )�sH2( ps )�(n�s)H2(w�pn�s ).

Le coût d'une it�eration se d�ecompose en:

{ Choix d'un s-sous-ensemble contenant un ensemble d'information; pivot
sur celui-ci; calcul d'une matrice de parit�e du code poin�conn�e. Coût poly-
nomial.

{ Calcul et stockage pour chaque moiti�e de l'ensemble I des
Pp=2

i=0

�
s=2
i

�
motifs d'erreur de poids au plus p=2 et de leur syndrôme partiel. Coût

d'ordre exponentiel 2
s
2H2( ps ).

{ Calcul, pour chaque paire de demi-motifs dont les syndrômes partiels se
somment en ~s de l'�el�ement associ�e du coset et de son poids. Coût d'ordre

exponentiel 2sH2( ps )�(s�k) (cf. section 2.1.4).

Il est donc d'ordre exponentiel: 2max( s2H2( ps );sH2( ps )�(s�k))
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Et le coe�cient de complexit�e �(p=n; s=n) de l'algorithme est donc:
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supposons que w = nH�1
2 (1�R), s = n� et p = n�, on a alors:
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Il s'agit donc de choisir � et � qui minimisent cette expression et soumis
bien-sûr aux contraintes:

R � � < 1; 0 � � < H�1
2 (1�R); 0 < � � � < 1�H�1

2 (1�R):

On remarquera que pour � = R et � = 0, la complexit�e est celle du d�ecodage
par ensemble d'information.

Au voisinage (�a droite) de � = R, on a max
�
� �R� �

2H2

�
�
�

�
; 0
�
= 0.

Lorsque ceci est v�eri��e, on a:

@�

@�
(�; �) = �1� log2

�
1� H�1

2 (1�R)� �

1� �

�

Mais pour 0 < R < 1, H�1
2 (1 � R) < 1�R

2 ; donc au voisinage de � = R,
H�1
2 (1�R)��

1�� < 1
2 ce qui implique que @�

@� (�;R) < 0, donc que le � optimal est
strictement sup�erieur �a R et surtout que la complexit�e est exponentiellement
inf�erieure �a celle du d�ecodage par ensemble d'information.

La surface repr�esentant �(�; �) en fonction de � et � est C1 par morceaux,
et compos�ee de deux (( morceaux )) de part et d'autre de la courbe d�elimitant les
r�egions o�u le maximum �gurant dans l'expression est atteint par l'un ou l'autre
de ses deux op�erandes.

On pourra r�esoudre ce probl�eme de minimisation num�eriquement, et consta-
ter que le minimum est atteint pr�ecis�ement sur cette courbe. Supposons donc,
a�n de pousser l'analyse, et sans chercher �a d�emontrer cette derni�ere a�rma-
tion, que l'on se trouve sur cette fronti�ere, donc que ��R� �

2H2

�
�
�

�
= 0; c.a.d.

que � = �H�1
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�

�
1�H�1

2

�
2

�
1� R

�

���
< 1�H�1

2 (1�R):

On essaiera de trouver num�eriquement l'argument minimum de �, qui d�e-
terminera � et l'on pourra en d�eduire �.

2.3.3 Utilisation de surcodes

L'optimisation de la complexit�e asymptotique ne correspond pas toujours
aux besoins r�eels (longueurs �nies). Elle conduit parfois �a mettre au point des
algorithmes qui ont certes un coe�cient de complexit�e int�eressant, mais qui
sont d'une sophistication telle que l'on se demande �a partir de quelle longueur
ils commencent �a s'av�erer plus int�eressants que leurs concurrents.

Cela dit, pour être compl�ete, cette section se doit de mentionner l'algorithme
trouv�e par Barg, Krouk et Van Tilborg en 1999 [BKvT99], dont le coe�cient
de complexit�e semble inf�erieur �a celui que nous venons d'�etudier et serait donc
le plus petit connu �a ce jour, et qui est peut-être un exemple du ph�enom�ene
mentionn�e ci-dessus.

Il ressemble au pr�ec�edent en ce qu'il se repose sur le d�ecodage par ensemble
d'information, en consacrant un e�ort exponentiel �a chaque it�eration, de mani�ere
�a pouvoir (( capturer )) le plus grand nombre possible de motifs d'erreur en un
coût minimal, et en utilisant pour ce faire des techniques de syndrômes partiels.

Son originalit�e r�eside dans le calcul d'intersections d'ensembles construits
dans une premi�ere phase de l'algorithme. Ces intersections d�etermineront un
ensemble de candidats.

Soient w le poids de l'erreur, 0 � p � w, 0 < y < n�k et 1 � b � 1+n�k�w+p
y

des param�etres de l'algorithme. Notons tout de suite que p=n, y=n et b seront
optimis�es �a la �n de cette �etude ind�ependamment de n, et ne d�ependront que
du taux de codage R.

A chaque it�eration, nous allons consid�erer une partition du support en l'en-
semble d'information d'une part et en s = n�k

y sous-ensembles de cardinal y

d'autre part (on supposera que y divise n�k); et nous allons calculer l'ensemble
E des �el�ements du coset de poids p (et non pas (( au plus p ))) sur l'ensemble
d'information et de poids au plus q = w�p

s�b+1 sur au moins b des s sous-ensembles
de taille y.

En e�et, si l'erreur, de poids w, est de poids p sur l'ensemble d'information,
alors elle est de poids au plus q sur au moins b des s sous-ensembles de taille y.
Sinon elle serait de poids sup�erieur �a q sur au moins s�b+1 de ces ensembles et
par d�e�nition de q elle serait de poids total sup�erieur �a w. La probabilit�e pour
que l'erreur appartienne �a l'ensemble E est donc la probabilit�e pour qu'elle soit
de poids p sur l'ensemble d'information. On a donc:

psucc =

�
k
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��
n�k
w�p

��
n
w

� exp
= 2�c1(R;

w
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p
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Il s'agit donc de calculer l'ensemble E �a un coût minimal. Nous allons utiliser
des techniques de s�eparation de syndrômes.

Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que l'ensemble d'information soit form�e
des k positions les plus �a gauche, que les s sous-ensembles aillent �a sa suite de
mani�ere connexe, et appelons Si (i = 1:::s) l'ensemble r�eunion de l'ensemble
d'information et du i�eme sous-ensemble. Soient H = [AjIn�k] une matrice de
parit�e du code sous forme syst�ematique �a droite, et pour i = 1:::s, Hi = [AijIy ]
la y � (k + y) matrice compos�ee des lignes de H correspondant au i�eme sous-
ensemble et de support �egal �a Si; et pour tout mot x, soit si(x) le syndrôme
selon cette matrice de x restreint ou �etendu au support Si.

Tout d'abord, consid�erons la partition de l'ensemble d'information (f1:::k=2g;
fk=2 + 1:::kg) et tous ses (( shifts )) modulo k, soit k=2 partitions en tout. Tout
motif de poids p sur l'ensemble d'information se s�epare en deux motifs de poids
p=2 sur au moins l'une d'entre elles. Nous allons donc e�ectuer k=2 fois le même
travail, ce qui ne changera pas l'ordre exponentiel de la complexit�e. Nous ne
d�ecrirons ce travail que pour la premi�ere partition.

Pour i = 1:::s, nous allons calculer et stocker l'ensemble de tous les motifs
de poids p=2 sur la partie gauche ainsi que leur syndrôme selon Hi, puis nous
ferons de même pour la partie droite. On obtient ainsi pour chaque i deux tables

I
(i)
g et I

(i)
d :

I(i)g = f(sIg; eIg)=wt(eIg) = p=2; si(eIg) = sIgg

I
(i)
d = f(sId; eId)=wt(eId) = p=2; si(eId) = sIdg

La complexit�e en temps et en m�emoire de cette construction est d'ordre expo-
nentiel:

2
k
2H2( pk )

En s�eparant de même chaque y-sous-ensemble en deux (de y=2 mani�eres
di��erentes), on calcule et on stocke, pour i = 1:::s et pour chaque moiti�e de
sous-ensemble, des motifs de poids au plus q=2 et leur syndrômes selon Hi

(cette partie de Hi �etant diagonale, les motifs sont �egaux �a leur syndrôme). On

obtient ainsi deux tables R
(i)
g et R

(i)
d :

R(i)
g = f(sRg; eRg)=wt(eRg) � q=2; si(eRg) = sRgg

R
(i)
d = f(sRd; eRd)=wt(eRd) � q=2; si(eRd) = sRdg

La complexit�e en temps et en m�emoire de cette construction est d'ordre expo-
nentiel:

2
y
2H2( qy )

En�n nous construisons les tables IR
(i)
g et IR

(i)
d d�e�nis par:

IR(i)
g = f(sg ; eIg)=9sIg; sRg ; eRg sIg+sRg = sg ; (sIg; eIg) 2 I(i)g ; (sRg ; eRg) 2 R(i)

g g

IR
(i)
d = f(sd; eId)=9sId; sRd; eRd sId+sRd = sd; (sId; eId) 2 I(i)d ; (sRd; eRd) 2 R(i)

d g
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Et nous trions ces tables par ordre croissant de s (cette construction est �a
faire pour chaque choix de partitions, soit de k

2
y
2 mani�eres di��erentes).

La complexit�e en temps et en m�emoire de cette construction est d'ordre
exponentiel:

2
k
2H2( pk )+

y
2H2( qy ) = 2

1
2 c2(R;

w
n ;

p
n ;

y
n ;b)n (2.2)

avec c2(R;
; �; �; b) = RH2

�
�
R

�
+ �H2

�

��

1�R�(b�1)�
�
.

Pour tout syndrôme partiel sg 2 Fy2 apparaissant dans IR
(i)
g , on d�e�nit les

tables:
T (i)
g (sg) = feIg=(sg; eIg) 2 IR(i)

g g
T
(i)
d (sg) = feId=(sg + si(m); eId) 2 IR(i)

d g
La phase suivante est �a executer pour chacun des

�
s
b

�
groupes 1 � i1 <

i2 < ::: < ib � s de b sous-ensembles (s et b ne d�ependent pas de n,
�
s
b

�
est

uniquement fonction de R et n'a pas d'in
uence sur l'ordre exponentiel des
complexit�es). Supposons, sans perte de g�en�eralit�e, que i1 = 1; i2 = 2; :::; ib = b.

Appelons Ki la table suivante que nous n'essaierons pas de construire:

Ki = f(eIg; eId)=9sg eIg 2 T (i)
g (sg); eId 2 T (i)

d (sg)g

Ki peut se d�eduire de IR
(i)
g et IR

(i)
d qui sont de taille exponentiellement plus

petite. Nous dirons que l'on en a une forme s�epar�ee.
Il s'agit de calculer l'ensemble \bi=1Ki, ce qui nous permettra de construire

l'ensemble E recherch�e (r�eunion des
�
s
b

�
telles intersections), mais nous allons

faire en sorte de ne travailler qu'avec des formes s�epar�ees.
Pour construire cette intersection, nous proc�edons en b�1 �etapes analogues :

On construit une forme s�epar�ee de K12 = K1 \ K2, de même pour K123 =
K12 \K3, et ainsi de suite jusqu'�a K12::b qui est bien-sûr �egal �a \bi=1Ki. Il nous
su�t donc de d�ecrire la construction d'une forme s�epar�ee pour K12.

Pour tout couple (s
(1)
g ; s

(2)
g ), on construit les tables:

T (12)
g (s(1)g ; s(2)g ) = T (1)

g (s(1)g ) \ T (2)
g (s(2)g )

T
(12)
d (s(1)g ; s(2)g ) = T

(1)
d (s(1)g ) \ T (2)

d (s(2)g )

Les couples (s
(1)
g ; s

(2)
g ) tels que l'une au moins de ces deux tables est vide

sont �elimin�es.
Le coût de cette construction est d'ordre exponentiel:

2
1
2 c2(R;

w
n ;

p
n ;

y
n ;b)n+y (2.3)

K1 \K2 est alors d�etermin�e par:

K12 = f(eIg; eId)=9s(1)g ; s(2)g eIg 2 T (12)
g (s(1)g ; s(2)g ); eId 2 T (12)

d (s(1)g ; s(2)g )g
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On construit ensuite de la même mani�ere et pour un coût analogue ou inf�e-
rieur (la somme des tailles des tables Tg et Td diminuant au fur et �a mesure),
des formes s�epar�es de K123:::K12:::b. En�n on construit K12:::b.

La taille de cette derni�ere table, �egale au coût de sa construction, est d'ordre
exponentiel:

2c2(R;
w
n ;

p
n ;

y
n ;b)n�by (2.4)

Finalement, au regard de 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 la complexit�e globale est d'ordre
exponentiel:

2n(c1(R;
w
n ;

p
n)+max( 12 c2(R;

w
n ;

p
n ;

y
n ;b)+

y
n ;c2(R;

w
n ;

p
n ;

y
n ;b)�b yn ))

Et c1
�
R; wn ;

p
n

�
+max

�
1
2c2
�
R; wn ;

p
n ;

y
n ; b
�
+ y

n ; c2
�
R; wn ;

p
n ;

y
n ; b
�� b yn

�
est le

coe�cient de complexit�e de l'algorithme. On choisira bien-sûr p, y et b de ma-
ni�ere �a le minimiser dans le cas w

n = H�1
2 (1 � R). Le r�esultat de cette mini-

misation est le plus petit coe�cient de complexit�e que l'on connaisse pour le
d�ecodage quasi-complet (cf. �gure 2.1).

Cependant, le terme constant et le polynôme �gurant dans la complexit�e
r�eelle sont si gros que cet algorithme ne devient plus int�eressant que son concur-
rent de la section pr�ec�edente que pour des longueurs de toute fa�con trop impor-
tante pour que l'on puisse les d�ecoder.

2.4 Nombre d'it�erations des algorithmes n'e�ec-
tuant que des pivots vicinaux

Lorsque l'algorithme consid�ere un nouvel ensemble d'information, il doit
e�ectuer une diagonalisation (un pivot) de la matrice g�en�eratrice selon cet en-

semble d'information, ce qui a un coût de n3 R
2(1�R)2

2 .
Mais plutôt que de consid�erer un ensemble d'information totalement ind�e-

pendant du pr�ec�edent, il est possible d'en choisir un qui ne di��ere du pr�ec�edent
que par une position. On parle alors d'ensembles d'information (( vicinaux )) et
de pivot (( vicinal )).

L'int�erêt est que le pivot vicinal a un coût n2R(1�R)2 en moyenne, soit nR(1�
R) fois plus faible que le coût moyen du pivot g�en�eral. Lorsque le coût relatif
des pivots n'est pas n�egligeable dans l'algorithme, il peut donc être valable
d'explorer successivement des ensembles d'information vicinaux.

Cette variante avait d�ej�a �et�e propos�e par Lee et Brickell [LB88] comme une
am�elioration possible de leur algorithme et a �et�e mis en oeuvre en 1994 par
Anne Canteaut, Florent Chabaud et Herv�e Chabanne [CC94] [CC95] qui l'ont
combin�ee avec une m�ethode propos�ee par Stern en 89 [Ste89] ressemblant �a
l'utilisation de codes poin�conn�es 1.

1. Il est int�eressant de remarquer qu'une fois de plus, c'est dans le but de (( casser )) des cryp-
tosyst�emes bas�es sur les codes et non dans un but li�e �a la correction d'erreur de transmission,
que ces nouveaux algorithmes ont �et�e propos�es.
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Fig. 2.1: Coe�cient de complexit�e des di��erents algorithmes: (a) min(R(1 �
R); (1 � R)=2); (b) R(1 � R)=(1 + R); (c) d�ecodage par ensemble d'informa-
tion; (d) idem avec utilisation de codes poin�conn�es; (e) idem avec utilisation de
surcodes
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Le fait de ne permuter que deux positions entre chaque it�eration a pour
cons�equence de rendre les it�erations successives d�ependantes. Et l'�etude faite en
section 1.3.2, p. 36, n'est donc plus valable.

Entre chaque it�eration, donc, on e�ectue un pivot vicinal. Un choix doit être
fait quant aux deux positions �a permuter. Il y a autant de choix possibles que de

(( 1's )) dans la partie redondante de la matrice g�en�eratrice, soit environ k(n�k)
2 .

Contrairement �a ce qu'il se passe pour le d�ecodage souple, on n'a, dans le cas
du d�ecodage dur, aucune information a priori sur la localisation des erreurs de
transmission. Pour être plus pr�ecis, la seule information dont on puisse disposer
est la parit�e du nombre d'erreurs contenues dans le support des di��erents mots
du dual. Mais cette information n'apporte quasiment rien d�es lors que l'esp�e-
rance du nombre d'erreurs sur le plus petit support est sup�erieure �a 1 (d'o�u
l'int�erêt des LDPC codes de Gallager 1 pour lesquels certains supports de mots
du dual peuvent contenir moins de 1 erreur en moyenne). Les di��erentes possibi-
lit�es pour le choix des positions �a permuter paraissent donc a priori �equivalentes.

Deux alternatives pour faire ces choix: ou bien on parcourt les di��erents en-
sembles d'information d'une mani�ere d�eterministe; ou bien on permute �a chaque
it�eration deux positions choisies al�eatoirement.

Une m�ethode d�eterministe requiert ou bien une liste pr�e�etablie de permuta-
tions �a e�ectuer, ou bien une heuristique permettant de d�ecider quelles positions
permuter. A ce jour, ces possibilit�es n'ont pas encore donn�e lieu �a des r�esultats
probants. J'ai personnellement r�eussi �a diminuer le nombre d'it�erations moyen,
mais le gain relatif obtenu en terme de nombre d'it�erations est toujours rest�e
inf�erieur au coût relatif des routines d'aide �a la d�ecision, augmentant donc le
coût global.

Nous allons donc �etudier le nombre d'it�erations et la probabilit�e de succ�es
des algorithmes de d�ecodage �a base d'ensemble d'information dans le cas o�u les
permutations sont al�eatoires. Nous confondrons motif d'erreur et coset leader,
c.a.d. que nous dirons qu'une position est erron�ee ou contient une erreur si le
coset leader vaut 1 en cette position. Par ailleurs nous supposerons que w, le
poids du coset leader est inf�erieur �a min(k; n � k) (on peut avoir w > k pour
des taux de codage inf�erieurs �a 23%).

L'impl�ementation basique garantit le succ�es d'une it�eration si et seulement
si l'ensemble d'information est compl�etement d�epourvu d'erreur. D'autres im-
pl�ementations sont telles que le coset leader sera calcul�e si l'ensemble d'infor-
mations contient au plus q erreurs. Dans le cas g�en�eral, si lors d'une it�eration
donn�ee, l'ensemble d'information contient u erreur, alors le coset leader sera
calcul�e avec une probabilit�e pu. Quasiment tous les algorithmes de d�ecodage �a
base d'ensemble d'information peuvent se ramener �a ce cas, il su�t de donner
les valeurs ad�equates �a (pu)0�u�w.

Soient donc, en fonction de l'impl�ementation choisie, pu 2 [0; 1];u = 0:::w
les probabilit�es pour que le coset leader soit calcul�e au cours de l'it�eration si
l'ensemble d'information contient u erreurs.

Nous allons essayer de donner (en fonction de n, k, w, q, (pu) et N) la

1. Low Density Parity Check Codes
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probabilit�e pour que le coset leader ait �et�e calcul�e au bout de N it�erations.

2.4.1 mod�elisation par un processus markovien

On associe �a chaque it�eration i de l'algorithme une variable al�eatoire Ui 2
f0:::wg repr�esentant le nombre d'erreurs dans l'ensemble d'infomation. La s�e-
quence (Ui)i=0;1::: est ce que l'on appelle une châ�ne de Markov.

Soit P la ((w + 1)� (w + 1))-matrice, dite de transition, v�eri�ant:

80 � u; v � w Pu;v = Pr(Ui = vjUi�1 = u)

Remarque 2 De part le fait que la somme des probabilit�es d'�ev�enements com-
pl�ementaires vaut n�ecessairement 1, la somme des coe�cients de chaque ligne
de la matrice P est �egale �a 1. Si l'on note �1 le vecteur colonne de taille w + 1,
compos�es uniquement de 1, on a donc P�1 = �1. c.a.d. que P admet une valeur
propre �egale �a 1 (on peut �egalement montrer que le rayon spectral de P est �egal
�a 1) et que �1 est un vecteur propre droite de P associ�e �a cette valeur propre.

L'int�erêt de cette matrice est que si l'on dispose de la distribution de pro-
babilit�e �i�1 = (Pr(Ui�1 = u))0�u�w mise sous forme de vecteur ligne, on en
d�eduit la distribution �i = (Pr(Ui = u))0�u�w par:

�i = �i�1P

Puisqu'entre chaque it�eration on ne permute que deux positions, la variable
al�eatoire Ui changera d'au plus une unit�e. La matrice P est donc tridiagonale:

8u 2 f0:::wg Pr(Ui > u+ 1jUi�1 = u) = Pr(Ui < u� 1jUi�1 = u) = 0

La permutation consiste �a �echanger deux positions, celle qui passe de l'en-
semble d'information �a son compl�ementaire sera appel�ee position rejet�ee, l'autre
sera appel�ee position admise.

Si l'ensemble d'information contient u erreurs (et donc son compl�ementaire
w�u), la probabilit�e pour que la position rejet�ee soit une erreur vaut u=k et la
probabilit�e pour que la position admise en soit une vaut w�u

n�k . On a donc, pour
u = 0:::w:

�u�1 = Pu;u�1 = Pr(Ui = u� 1jUi�1 = u) =
u

k

�
1� w � u

n� k

�

�u = Pu;u = Pr(Ui = ujUi�1 = u) =
u

k

w � u

n� k
+
�
1� u

k

��
1� w � u

n� k

�

u = Pu;u+1 = Pr(Ui = u+ 1jUi�1 = u) =

�
1� u

k

� w � u

n� k

(Les termes, ��1 = P0;�1 et 
w = Pw;w+1 que cette d�e�nition n'exclue pas sont
�egaux �a 0, la matrice P est donc d�e�nie sans ambig�uit�e)
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On a not�e �u = Pu;u, �u = Pu+1;u et 
u = Pu;u+1, en sorte que:

P =

2
66664
�0 
0 (0)

�0
. . .

. . .

. . .
. . . 
w�1

(0) �w�1 �w

3
77775

Soit � = �0 = (�u)0�u�w, la distribution initiale des probabilit�es pour que
U soit �egal �a u. On trouve facilement que

80 � u � w �u =

�
n�w
k�u

��
w
u

��
n
k

� =

�
n�k
w�u

��
k
u

��
n
w

�
La somme des coe�cient du vecteur � est bien-sûr �egale �a 1.

Remarque 3 Les permutations �etant choisies de mani�ere al�eatoire, le fait de
changer d'ensemble d'information ne change pas cette distribution, on dit que
l'on a stationnarit�e du processus; en particulier on a donc �egalement une sy-
m�etrie du processus par inversion temporelle (ce qui implique par exemple que
�u�u+1 = 
u�u (u = 0:::w � 1), ce que le lecteur pourra v�eri�er).

Une cons�equence de la stationnarit�e est que �P = �, c.a.d. que � est un
vecteur propre gauche de P associ�e �a la valeur propre 1; ce qui est formellement
�equivalent aux trois propri�et�es suivantes, ais�ement v�eri�ables:

�0�0 + �0�1 = �0


u�1�u�1 + �u�u + �u�u+1 = �u;u = 1:::w � 1


w�1�w�1 + �w�w = �w

Les �etats Ui = 0:::w peuvent correspondre soit �a un succ�es (avec une pro-
babilit�e pUi), ce que nous noterons S(Ui) soit �a un �echec (avec une probabilit�e
1� pUi), ce que noterons E(Ui). Nous allons red�e�nir la matrice P et le vecteur
� de mani�ere �a les restreindre aux �etats d'�echec. c.a.d. que nous d�e�nissons la
((w + 1)� (w + 1))-matrice Q v�eri�ant:

80 � u; v � w Qu;v = Pr(Ui = v; E(Ui)jUi�1 = u)

Les colonnes v de Q sont �egales �a celles de P multipli�ee par 1 � pv. Soit,
donc la ((w + 1)� (w + 1))-matrice diagonale E = Diag(1� p0; :::; 1� pw), on
a: Q = PE (Q est �egalement tridiagonale).

De même, �E repr�esente la distribution de probabilit�e initiale des �etats
d'�echec (on remarque que �E = �PE = �Q).

Proposition 7 Pour tout N , la probabilit�e pour qu'aucune des N premi�eres
it�erations n'ait permis de calculer le coset leader vaut:

Pr(8i � N E(Ui)) = �QN+1�1
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D�emonstration: Pour tout i � N et pour tout 0 � v � w, on d�e�nit le vecteur

�
(v)
i par:

�
(v)
i = (Pr(Ui = u;8j � i E(Uj)jU0 = v))u=0:::w

La probabilit�e de l'�ev�enement E(Ui) ne d�epend par hypoth�ese que de
la valeur de Ui; la distribution de probabilit�e quant �a la valeur de Ui
ne d�epend quant �a elle que de la valeur de Ui�1. On a donc, pour tout
0 � u � w:

Pr(Ui = u;8j � i E(Uj)jU0 = v)

=

wX
u0=0

Pr(Ui = u;E(Ui)jUi�1 = u0) Pr(Ui�1 = u0;8j � i�1 E(Uj))jU0 = v; )

On en d�eduit que �
(v)
i = �

(v)
i�1Q.

Mais �
(v)
0 vaut par d�e�nition 1� pv en position v et 0 ailleurs, c.a.d. evE,

avec ev le v-i�eme vecteur de la base canonique, on d�eduit que:

�
(v)
i = evEQ

i

Comme par ailleurs:

Pr(Ui = u;8j � i E(Uj)) =

wX
v=0

�v(�
(v)
i )u

=

wX
v=0

(�vevEQ
i)u = (�EQi)u = (�Qi+1)u

On a:

Pr(8j � i E(Uj)) =
wX
u=0

(�Qi+1)u = �Qi+1�1

�

Contrairement �a P et �, la somme des coe�cients d'une ligne de Q peut être
strictement inf�erieure �a 1, en cons�equence, et puisque ces sommes ne peuvent
être strictement sup�erieure �a 1 en valeur absolue, le rayon spectral de Q est
strictement inf�erieur �a 1, et QN tend vers la matrice nulle, ceci implique que la
probabilit�e de succ�es de l'algorithme tend vers 1. On peut donc supposer que
l'algorithme, s'il tournait ind�e�niment, �nirait par calculer le coset leader, ce qui
nous permet de d�e�nir �N 2 N, la variable al�eatoire repr�esentant le num�ero de
la premi�ere it�eration pendant laquelle le coset leader sera calcul�e (en supposant
toujours que l'algorithme n'est pas brid�e et tourne ind�e�niment). Et l'on a bien-
sûr:

Pr(8i � N E(Ui)) = Pr( �N > N)
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Pour que le d�ecodage soit quasi-complet, il s'agit alors de dimensionner N ,
le nombre maximal d'it�erations, de mani�ere �a ce que Pr( �N > N) (qui est donc
�egal �a �QN+1�1) soit du même ordre que PML, la probabilit�e pour que le motif
d'erreur soit di��erent du coset leader.

Si � est la plus grande valeur propre de Q (que l'algorithme calculera), on
pourra prendreN = log PML

log � (on pourra approximer PML par la borne sph�erique,

cf. section 1.1.4, p. 30), ou encore N = n logn
1�� .

Mais voyons ce que valent les deux premiers moments (esp�erance et variance)
de �N :

Proposition 8 Si l'on note R = (I �Q)�1, on a:

Esp( �N) = �R�1� 1

Var( �N) = 2�RPR�1� �R�1� (�R�1)2

D�emonstration: L'esp�erance se calcule facilement:

Esp( �N) =

1X
N=1

N Pr( �N = N) =

1X
N=0

Pr( �N > N)

=

1X
N=0

�QN+1�1 = �

 1X
N=0

QN+1

!
�1

= �
�
(I �Q)�1 � I

�
�1 = �R�1� 1

Quant �a la variance, on pourra la d�eduire de l'esp�erance de �N2, mais les
choses se compliquent.

Appelons M1
u et M2

u l'esp�erance, si U0 = u, de �N et �N2 respectivement,
M1 le vecteur colonne (M1

u)u=0:::w et M2 le vecteur colonne, (M2
u)u=0:::w.

En particulier, en vertu de ce qui pr�ec�ede,M1 =
P1

N=0Q
N+1�1 = (R�I)�1;

par ailleurs, on a bien-sûr Esp( �N ) = �M1 et Esp( �N2) = �M2.

Or pour tout u:

M2
u =

1X
N=0

N2 Pr( �N = N jU0 = u) =
1X

N=0

(N + 1)2 Pr( �N = N + 1jU0 = u)

Mais:

Pr( �N = N + 1jU0 = u)

= Pr(E(U0)jU0 = u)

wX
v=0

Pr(U1 = vjU0 = u) Pr( �N = N + 1jU1 = v)

= (1� pu)

wX
v=0

Pu;v Pr( �N = N jU0 = v)
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Donc:

M2
u = (1� pu)

wX
v=0

Pu;v

1X
N=0

(N + 1)2Pr( �N = N jU0 = v)

= (1� pu)

wX
v=0

Pu;v(M
2
v + 2M1

v + 1)

On en d�eduit: M2 = EP (M2 + 2M1 + �1) (EP 6= PE = Q) et donc
M2 = (I �EP )�1EP (2M1 + �1).

Mais (I �EP )�1EP =
P1

i=0(EP )
i+1 = E

P1
i=0(PE)

iP = ERP .

Donc M2 = ERP (2M1 + �1) = ERP (2R� I)�1, et:

Esp( �N2) = �ERP (2R� I)�1

Or �E = �Q et QR = R� I , donc Esp( �N2) = �(R� I)P (2R� I)�1.

Par ailleurs �P = �, P�1 = �1 et ��1 = 1 donc Esp( �N2) = 2�RPR�1 �
3�R�1 + 1.

Comme Esp( �N) = �R�1� 1, on en d�eduit que:

Var( �N) = Esp( �N2)� Esp( �N)2 = 2�RPR�1� (�R�1)2 � �R�1

�

2.4.2 R�esultats explicites dans un cas particulier

Le but de cette section est d'obtenir un �el�ement de comparaison entre le
nombre d'it�erations des algorithmes e�ectuant des pivots vicinaux, et celui des
mêmes algorithmes e�ectuant des pivots ind�ependants.

En fait, nous allons comparer E( �N) le nombre moyen d'it�erations avant que
le coset leader soit e�ectivement calcul�e, qui est di��erent du nombre d'it�erations
n�ecessaire �a la quasi-compl�etude du d�ecodage, mais est tout de même une bonne
mesure de la complexit�e du d�ecodage.

Dans certains cas le nombre moyen d'it�erations peut être calcul�e explicite-
ment. Il s'agit du cas o�u une condition n�ecessaire et su�sante de succ�es d'une
it�eration est que le nombre d'erreur dans l'ensemble d'information soit au plus
�egal �a un certain nombre p donn�e (dans le cas g�en�eral, on n'a l�a qu'une condition
n�ecessaire).

Remarquons d'ors et d�ej�a que dans ce cas, la probabilit�e de succ�es lors d'une
it�eration donn�ee vaut �0 + ::: + �p � �p. On montre facilement que le nombre
moyen d'it�erations de l'algorithme qui e�ectuerait des pivots ind�ependants est
l'inverse de cette probabilit�e.

Pour tout q = 0:::w, soit Eq la (w + 1) � (w + 1)�matrice diagonale dont
les q+1 premiers coe�cients (sur la diagonale) sont nuls et dont les autres sont
�egaux �a 1. La matrice E d�e�nie pr�ec�edemment (Q = PE) est par d�e�nition de
la condition de succ�es �egale �a Ep.



2.4. PIVOTS VICINAUX EXCLUSIVEMENT 67

P �etant tridiagonale et puisque �P = �, on a:

m < p)
(

EmQ = EmPEp = PEp; �EmQ = �Ep;

�Em(I �Q) = �(Em � Ep) = [0:::0; �m+1; :::; �p; 0:::0]

�Ep(I �Q) = �Ep(I � P )Ep

m > p) EmQ = EmPEp = EmP; �Em(I �Q) = �Em(I � P )

Par ailleurs, sachant que 
u�1�u�1+�u�u+�u�u+1 = �u;u = 1:::w� 1, on
v�eri�e que:

0 < m < w ) �EmP = [0:::0; �m�m+1; �m+1�m+1 + �m+1�m+2; �m+2; :::; �w]

Et puisque �m�m+1 = 
m�m, on a:

�Ep(I �Q) = 
p�pep+1

p < m < w ) �Em(I �Q) = 
m�m(em+1 � em)

(em �etant le (m+1)ime vecteur de la base canonique, la premi�ere position �etant
ind�ex�ee par 0)

On en d�eduit que:

2
6664
�0 : : : : : : �w

�1 : : : �w
. . .

...
(0) �w

3
7775 (I�Q) =

2
666666666666664

�0 : : : : : : �p
�1 : : : �p (0)

. . .
...

(0) �p


p�p (0)
(0) �
p+1�p+1 
p+1�p+1

. . .
. . .

(0) �
w�1�w�1 
w�1�w�1

3
777777777777775

On d�e�nit alors les (w + 1)� (w + 1)�matrices suivantes:

D1=

2
64�0 (0)

. . .

(0) �w

3
75;D2=

2
666666664

1 (0)
. . .

1

p�p

. . .

(0) 
w�1�w�1

3
777777775
;D3=

2
666666664

�0 (0)
. . .

�p
1

. . .

(0) 1

3
777777775
;
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R =

2
64 1 : : : 1

. . .
...

(0) 1

3
75 ;X =

2
66666666666664

1 : : : 1
. . .

... (0)
(0) 1

1 (0)

(0) �1 . . .

. . .
. . .

�1 1

3
77777777777775

Et l'on peut �ecrire le r�esultat sous la forme RD1(I � Q) = D2XD3. On en
d�eduit que:

(I �Q)�1 = D�1
3 X�1D�1

2 RD1

L'inverse d'une matrice diagonale se calcule trivialement. Pour ce qui est de
l'inverse de X , on trouve facilement que:

X�1 =

2
66666666666664

1 �1 (0)
. . .

. . . (0)

. . . �1
(0) 1

1 (0)

(0)
...

. . .

1 : : : 1

3
77777777777775

On trouve alors que:

E( �N) = �
�
(I �Q)�1 � I

�
�1 = �(D�1

3 X�1D�1
2 RD1 � I)�1

=

w�1X
u=p

�Pw
v=u+1 �v

�2

u�u

=

w�1X
u=p

(1�Pu
v=0 �v)

2


u�u

Ce nombre est x =
Pp

u=0 �u
Pw�1

u=p
(1�

Pu
v=0 �v)

2


u�u
fois sup�erieur au nombre

moyen 1Pp
u=0 �u

d'it�erations de l'algorithme qui e�ectue des pivots ind�ependants.

En particulier, si p = 0 (version la plus simple du d�ecodage par ensemble
d'information), ou si p est petit devant w, on peut approximer x par 1


p
=

k(n�k)
(k�p)(w�p) >

n�k
w .

Le coût total des pivots est donc divis�e par nR(1�R)
x , tandis que le coût total

des autres op�erations est multipli�e par x. N'e�ectuer que des pivots vicinaux
n'est donc int�eressant que si le coût d'une it�eration hors pivot est inf�erieur �a
1�nR(1�R)

x

x�1 fois le coût d'un pivot, ce qui n'est pas le cas, pour n su�samment
grand, pour les algorithmes de d�ecodage mixte param�etr�es de mani�ere opti-
male (c.a.d. les algorithmes les plus rapides), puisque l'on a vu qu'alors chaque
it�eration avait un coût exponentiel.
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Cette derni�ere trouvaille etait en quelque sorte la raison d'être de cette sec-
tion. On retiendra, de mani�ere informelle, qu'en e�ectuant des pivots vicinaux
plutôt qu'ind�ependants, on augmente le nombre d'it�erations par un facteur d'en-
viron n�k

w .

2.4.3 Cas o�u le coset leader n'est pas unique

Comme je l'ai d�ej�a dit, le cas o�u le coset leader n'est pas unique est tr�es
marginal, et même si les r�esultats mentionn�es jusqu'ici sont inexacts dans ce
cas, cela n'in
ue pas sur les performances des algorithmes. Il est donc justi��e
de le n�egliger.

Cependant, on voit souvent les r�esultats de la section pr�ec�edente adapt�es au
probl�eme de la recherche de mots de poids minimal dans un code (probl�eme
proche de celui du d�ecodage), pour lequel la pluralit�e des solutions est monnaie
courante, la plupart des codes �etudi�es ayant un nombre important de mots de
poids minimal.

Dans ce cas, les r�esultats peuvent varier de mani�ere importante. On pourra
facilement adapter l'�etude qui suit au probl�eme de la recherche de mots de poids
minimal et r�eparer les �eventuelles erreurs obtenues habituellement en n�egligeant
la pluralit�e des solutions.

Supposons donc que l'on ait m cosets distincts de poids minimal (ce qui si-
gni�e en particulier qu'il sera di�cile de reconnâ�tre le motif d'erreur et qu'une
erreur de d�ecodage aura sûrement lieu, mais oublions quelques instants notre
premier objectif) et que l'on attend juste de l'algorithme qu'il trouve l'un quel-
conque d'entre eux (nous appellerons encore �N le num�ero de la premi�ere it�era-
tion pendant laquelle un coset leader sera calcul�e).

On associe �a chaque it�eration i de l'algorithme non pas une, maism variables
al�eatoires U j

i 2 f0:::wg; j = 1:::m, chacune �etant associ�ee �a l'un des cosets
leaders et repr�esentant le nombre de ses 1 dans l'ensemble d'infomation.

L'hypoth�ese que nous allons faire est incorrecte mais vaut mieux que de
consid�erer que le coset leader est unique: Nous allons supposer que ces m va-
riables al�eatoires sont identiques et ind�ependantes.

On peut d�e�nir la matrice Q et faire la même �etude que pr�ec�edemment et
l'on trouvera encore que pour tout 1 � j � m:

Pr(8i � N E(U j
i )) = �QN+1�1

On en d�eduit que:

Pr( �N > N) = Pr(8i � N 8j = 0:::m E(U j
i )) =

�
�QN+1�1

�m
Et encore que:

E( �N) =
1X
N=0

�
�QN+1�1

�m
On ne pourra pas dans ce cas, utiliser une inversion de matrice pour d�eter-

miner l'esp�erance du nombre d'it�erations.
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Conclusion

Ce chapitre permettra en principe d'impl�ementer ce qui se fait de mieux �a ce
jour en mati�ere d'algorithme de d�ecodage dur quasi-complet et g�en�eral (prenant
en entr�ee une matrice g�en�eratrice du code, pouvant donc d�ecoder n'importe quel
code).

Nous avons jet�e quelque lumi�ere sur l'ordre exponentiel de la complexit�e des
di��erents algorithmes, et l'on se rend bien compte avec le dernier algorithme que
faire baisser davantage cet ordre exponentiel demanderait un e�ort conceptuel
important et que le polynôme multipliant le terme exponentiel serait sans doute
gigantesque.

Par ailleurs, cet historique de l'ordre exponentiel sugg�ere que l'on se rap-
proche d'une limite ind�epassable. Un tel r�esultat ne saurait être d�emontr�e fa-
cilement car l'existence d'une telle limite strictement positive impliquerait une
preuve de P 6= NP .

Si l'on consid�ere une approximation plus pr�ecise de la complexit�e, o�u le
polynôme n'est plus n�eglig�e, il apparâ�t que le d�ecodage mixte utilisant des
codes poin�conn�es est le plus rapide pour une vaste gamme de longueur et de
dimension. Il apparâ�t �egalement, et cela surprendra davantage les connaisseurs,
que n'e�ectuer que des pivots vicinaux augmente en g�en�eral la complexit�e.

Ces algorithmes peuvent avoir d'autres applications que le d�ecodage. Ce
chapitre servira par exemple de r�ef�erence dans la deuxi�eme partie pour la mise
au point de ce que nous appellerons les g�en�erateurs de mots de poids faible. On
consid�erera un algorithme de d�ecodage dur sans crit�ere d'arrêt (ne s'arrêtant
donc pas, et tournant sur un processeur parall�ele par exemple), explorant le coset
du mot nul (le code lui-même) et g�en�erant des mots de poids faible di��erents
du mot nul.

C'est aussi de cette mani�ere que l'on cherche des mots de poids minimal dans
un code (on a cette fois un crit�ere d'arrêt)... Selon les applications toutefois, le
nombre maximal d'it�erations et les di��erents param�etres des algorithmes doivent
être adapt�es sp�eci�quement.
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Chapitre 3

D�ecodage souple

La patience est l'art d'esp�erer.
Marquis de Vauvenargues (R�e
exions et maximes)

A trois cent quatre-vingts kilom�etres �a l'heure,
il sentit qu'il approchait de la vitesse maximale de
son vol en palier. A quatre cents, il estima qu'il �etait
impossible d'aller plus vite. Il en fut un peu chagrin.
Il y avait donc une limite [...]

La bonne m�ethode, mon cher Fletcher, consiste �a
n'essayer de transcender nos limites que l'une apr�es
l'autre, avec patience...

Richard Bach (jonathan livingstone le go�eland)

Les faits ne p�en�etrent pas dans le monde o�u vivent
nos croyances, ils n'ont pas fait nâ�tre celles-ci, ils ne
les d�etruisent pas ; ils peuvent leur in
iger les plus
constants d�ementis sans les a�aiblir...

Marcel Proust (Du côt�e de chez Swann)

Introduction

Dans l'optique d'optimiser les param�etres d'une transmission, il importe de
limiter au maximum les pertes d'information pouvant survenir �a chaque phase
du processus.

L'une de ces phases, intervenant au d�ebut du processus de r�eception, consiste
�a mesurer le signal physique porteur d'information. Selon la mani�ere dont elle
est mise en oeuvre, une perte d'information plus ou moins grande a lieu.

Ainsi, un d�emodulateur ((dur)) compare ce signal �a certains seuils et prend
une d�ecision quant au ((symbôle)) re�cu en fonction du r�esultat de ces comparai-
sons. On dit alors que l'alphabet de sortie du canal est le même que l'alphabet
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d'entr�ee. Mais ce faisant, la valeur pr�ecise r�eellement mesur�ee du signal est per-
due, ce qui constitue une perte d'information.

Un d�emodulateur souple, quant �a lui, ne prend pas de d�ecision et fournit
�a la couche physique qui lui succ�ede une valeur repr�esentant le plus �d�element
possible ce qu'il a mesur�e, minimisant ainsi la perte d'information. L'alphabet
de sortie du canal est alors plus grand que l'alphabet d'entr�ee; dans un cas id�eal,
cet alphabet a la puissance du continû; en pratique il aura rarement plus d'une
centaine d'�el�ements distincts.

Une connaissance statistique du canal permet alors, �a partir de cette valeur,
de calculer les probabilit�es pour que le symbôle �emis soit tel symbôle ou tel
autre. Il importe de tirer le meilleur parti de cette information suppl�ementaire.
Telle est l'ambition du d�ecodage souple �a maximum de vraisemblance.

Pour un canal gaussien, on a vu que pour obtenir une capacit�e donn�ee, le
rapport signal �a bruit n�ecessaire est inf�erieur d'environ 1.4 dB si la sortie du
canal est r�eelle plutôt que binaire. En pratique, le gain obtenu par rapport au
cas ((dur)) est souvent estim�e �a 2 decibels. Dans certains cas [DK00], on peut
même trouver une valeur pr�ecise pour ce gain, �a savoir 10 log10 �=2 dB (� 2 dB),
c'est �a dire qu'un rapport signal �a bruit �=2 fois moins important dans le cas
souple que dans le cas dur permet d'obtenir la même qualit�e de transmission;
ou encore, si l'on ne dispose pas d'un d�emodulateur souple, il faut une �energie
de 57% sup�erieure pour obtenir la même qualit�e. A notre �epoque o�u chaque
fraction de d�ecibel gagn�ee est un enjeu fort disput�e, ce gain est colossal et il
existe un important besoin en algorithmes de d�ecodage souple.

3.1 contexte et notations

Les notations qui seront employ�ees dans l'�etude du cas souple se doivent
d'être adapt�ees au caract�ere ((continu)) de l'information souple et des probabilit�es
qu'elle transporte.

Il serait hors de propos ici de s'en tenir rigoureusement au formalisme de
la th�eorie axiomatique des probabilit�es et de d�e�nir des pages de notations, et
semble nettement plus int�eressant, tant du point de vue de l'�ecriture que de celui
de la lecture et sans que cela nuise �a la rigueur des raisonnements, d'utiliser un
formalisme r�epondant �a l'intuition.

Ainsi, nous nous autoriserons certains abus de langage et parlerons par
exemple de ((fonctions)) alors que le terme le plus appropri�e serait sans doute
celui de ((distributions)). Ou bien encore, si x et y sont deux r�eels, nous confon-
drons x < y et x � y puisque l'�ev�enement x = y a en g�en�eral, dans le cas
continu, une probabilit�e (mesure) nulle.

Nous nous �erons aux faits que l'intuition permettra de surmonter les pro-
bl�emes que ces abus pourraient poser et que la simplicit�e n�ecessaire des mod�eles
que nous nous donnons �eloignera de toute fa�con ces probl�emes, rendant inutile
un formalisme trop lourd.

Lorsqu'une variable al�eatoire X r�eelle et continue (il en sera ainsi de celles
que nous manipulerons) poss�ede une densit�e de probabilit�e donn�ee (distribution
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de R dans R+, int�egrable, d'int�egrale �egale �a 1), nous noterons (pour tout r�eel
x) Pr(X < x) la probabilit�e pour qu'une r�ealisation de X soit inf�erieure �a x, et
�(X = x) la densit�e de probabilit�e en x qui est la d�eriv�ee de x ! Pr(X < x).
Et nous utiliserons, aussi bien pour la notation ((Pr)) que pour la notation ((�)),
la barre verticale pour les probabilit�es conditionnelles.

La ((fonction)) �(X = x) correspond intuitivement �a la probabilit�e pour
qu'une r�ealisation de X soit �egale �a x ou plus pr�ecis�ement �a la relation Pr(X 2
[x; x + dx]) = �(X = x)dx. Elle trouvera donc sa place l�egitime dans une int�e-
grale, et autorise les op�erations traditionnelles concernant la prise en compte de
((conditions)) (probabilit�e pour que ... sachant que ...).

3.1.1 Canal, modulation et alphabet

Nous supposerons que le canal est sans m�emoire et �a bruit blanc, gaussien
et additif de densit�e N0, c'est-�a-dire que la di��erence � entre le signal �emis et
le signal re�cu (nous appellerons cette di��erence le ((bruit))) dans l'espace des
phases est une variable al�eatoire complexe de densit�e:

�(� = e) =
1

�N0
exp

�
�jej

2

N0

�
e 2 C

emis

EE

0

signal
pour transmettre

1

Fig. 3.1: Modulation antipodal

signal
recu

signal
emis|e|

Fig. 3.2: Bruit additif

Nous supposerons qu'une modulation antipodal (Binary Phase Shift Keying)
d'�energie E2 est utilis�ee. C'est �a dire que pour chaque bit, l'�emetteur envoie un
signal d'amplitude E et de phase 0 ou � selon que le bit vaut (respectivement)
0 ou 1. Nous dirons que le bit b 2 f0; 1g est envoy�e si le signal (�1)b E est �emis.
Pour une telle modulation, seule la partie r�eelle, ou abscisse, du signal re�cu dans
l'espace des phases porte l'information.

Il serait �equivalent de consid�erer une modulation de phase �a quatre �etats
(Quaternary Phase Shift Keying). En e�et, puisque quatre signaux distincts
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peuvent être transmis, chaque signal porte en lui 2 bits d'information. On peut
par exemple supposer que l'abscisse du signal porte le premier bit et que l'or-
donn�ee, porte le second. L'abscisse et l'ordonn�ee du bruit �etant statistiquement
ind�ependante, cela est exactement �equivalent �a deux modulations antipodales.
Et toute th�eorie s'appliquant �a l'un des deux syst�emes peut être adapt�ee �a
l'autre.

Puisque nous consid�erons une modulation antipodale, nous proj�eterons sys-
t�ematiquement l'espace des phases sur l'axe des abscisses, et le signal pourra
être repr�esent�e par un nombre r�eel. De même, le bruit sera une variable al�eatoire
r�eelle, gaussienne, centr�ee, et de variance N0=2 (N0=2 est aussi appel�ee densit�e
((monolat�erale)) de bruit):

�(� = e) =
1p
�N0

exp

�
� e2

N0

�
e 2 R

En l'absence d'ambigu��t�e, nous confondrons un bit et le nombre r�eel �E le
repr�esentant dans l'espace des phases; de même nous �evoquerons indi��eremment
un mot binaire de longueur n et un �el�ement de f�E;Egn.

Cette fois, les mots re�cus ne sont plus binaires. L'alphabet de sortie du
canal est plus grand. Dans le cas id�eal, il s'agit de l'ensemble des nombres r�eels;
en r�ealit�e, le d�emodulateur ne peut g�en�eralement pas distinguer plus de 256
r�egions dans l'espace des phases, mais cela n'a gu�ere d'importance puisque rien
que 8 r�egions distinctes assurent d�ej�a des performances tr�es proches de celles
qui seraient rendues possibles par un alphabet continu.

Nous supposerons donc que le d�emodulateur mesure et envoie au d�ecodeur
un nombre r�eel: l'abscisse du signal.

3.1.2 Variables al�eatoires

Nous consid�ererons les variables al�eatoires suivantes:

{ le bit transmis, �el�ement de F2, sera repr�esent�e par une variable al�eatoire
�. Il vaut 0 ou 1 avec une probabilit�e 1=2.

{ Le mot transmis, �el�ement du code C, est une variable al�eatoire 
. Par
hypoth�ese, la distribution est homog�ene, c.a.d. que tous les �el�ement de C
ont la même probabilit�e d'être transmis:

8c 2 C Pr(
 = c) = 2�k

{ Le bruit, nombre r�eel, que l'on a d�ej�a mentionn�e, est une variable al�eatoire
continue � dont la densit�e de probabilit�e d�epend du canal. Pour le canal
sans m�emoire, �a bruit blanc, gaussien et additif de densit�e monolat�erale
N0=2, nous avons:

8x 2 R �(� = x) =
1p
�N0

exp

�
� x2

N0

�
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{ L'erreur de transmission, n�uplet de nombres r�eels, est le produit com-
binatoire de n variables al�eatoires � repr�esent�e par la variable al�eatoire �.
Sa densit�e de probabilit�e est:

8d 2 Rn �(� = d) = (�N0)�n=2e�
Pn
i=1 d

2
i

N0

{ Le signal ((re�cu)), nombre r�eel, somme du signal transmis (�E) et du bruit,
est une variable al�eatoire �. Sa densit�e de probabilit�e est d�e�nie par celles
de � et �. C'est le r�eel qui est mesur�e par le d�emodulateur.

{ Le mot ((re�cu)), n�uplet de nombres r�eels, somme du mot transmis modul�e
et de l'erreur de transmission, est une variable al�eatoire �. Sa densit�e de
probabilit�e est d�e�nie par celle de 
 et �.

L'observation dont disposera l'algorithme de d�ecodage pour prendre sa d�e-
cision sera une r�ealisation y de la variable al�eatoire �. Le maximum de vraisem-
blance est atteint par le mot de code ~c qui maximise la quantit�e Pr(
 = ~c; � =
y) = Pr(
 = ~c) Pr(� = yj
 = ~c) = 2�k Pr(� = yj
 = ~c).

3.1.3 Calcul des probabilit�es, maximum de vraisemblance

et distance g�en�eralis�ee

Pour b 2 F2; c = (c1:::cn) 2 C et a 2 R; y = (y1:::yn) 2 Rn, nous noterons
Pr(� = bj� = a) la probabilit�e pour que le bit envoy�e vaille b si le r�eel a est
mesur�e et Pr(
 = cj� = y) la probabilit�e pour que le mot envoy�e vaille c si le
mot y = (y1:::yn) est re�cu.

Pr(� = bj� = a) = Pr(� = a� (�1)b E j� = a)

=
e
�(a�(�1)b E)2

N0

e�
(a�E)2
N0 + e�

(a+E)2

N0

=
1

1 + e
�(�1)b4aE

N0

=
e
2(�1)baE

N0

2 cosh( 2aEN0 )

Pour all�eger les notations, nous d�e�nissons la quantit�e A = N0
2E . Ainsi, nous

avons:

Pr(� = 0j� = a) =
ea=A

2 cosh(a=A)
Pr(� = 1j� = a) =

e�a=A

2 cosh(a=A)

Si a est positif (resp. n�egatif), � vaut plus probablement 0 (resp. 1), nous
d�e�nissons donc la fonction b de R dans f0; 1g par (b(a) = 0) , (a > 0). La
quantit�e jaj s'appelle �ablit�e de b(a).

Le d�ecodeur re�coit donc en entr�ee un vecteur y = (y1:::yn) 2 Rn.
D�ecoder �a maximum de vraisemblance consiste �a trouver, connaissant y, le

mot de code le plus probablement envoy�e. Si tous les mots de code sont a priori
�equiprobables et si le canal est sans m�emoire, la probabilit�e Pr(
 = cj� = y)
pour qu'un mot de code c = (c1:::cn) ait �et�e envoy�e sachant que y a �et�e mesur�e
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est proportionnelle �a
Qn

i=1 Pr(� = cij� = yi), et la somme sur tous les mots du
code de ces probabilit�es vaut n�ecessairement 1.

On a donc:

8c 2 C Pr(
 = cj� = y) =
e
Pn

i=1(�1)ciyi=AP
c02C e

P
n
i=1(�1)c

0
iai=A

Maximiser (sur C) cette probabilit�e revient donc �a maximiser la quantit�ePn
i=1(�1)ciyi souvent appel�ee corr�elation de y et c.

Soit m = (b(y1):::b(yn)) 2 f0; 1gn le mot qui serait renvoy�e par un d�emodu-
lateur ((dur)). m peut �egalement être vu comme le mot qui maximise (sur tout
l'espace ambiant) la corr�elation avec y, laquelle vaut

Pn
i=1 jyij.

La corr�elation de y et de tout mot de code c vaut donc:

nX
i=1

jyij � 2

nX
i=1

(ci �mi)jyij

(o�u � repr�esente l'addition modulo 2).

En d�ecodage dur, les motifs d'erreur possibles �etaient les mots e = m � c
(c 2 C), et il s'agissait d'en minimiser le poids de Hamming. En d�ecodage
souple, il s'agira de minimiser la quantit�e

Pn
i=1(ci�mi)jyij que nous d�e�nissons

ci-dessous comme �etant le poids g�en�eralis�e du motif d'erreur.

D�e�nition 10 Nous appellerons poids g�en�eralis�e de e = (e1:::en) 2 f0; 1gn
et nous noterons wG(e) la quantit�e

Pn
i=1 eijyij. Pour tout sous-ensemble I du

support, nous appellerons poids g�en�eralis�e sur I de e et nous noterons wI
G(e),

la quantit�e
P

i2I eijyij.

Ce poids g�en�eralis�e est aussi parfois appel�e m�etrique ellipso��dale (l'analogie
avec les ellipso��des de l'espace euclidien est �evidente si l'on note (ci �mi)

2 la
quantit�e ci �mi). Les quantit�es jyij d�eterminant la forme des ellipso��des de Fn2
d�e�nis par un poids g�en�eralis�e constant. Pour des jyij tous �egaux par exemple,
ces ellipso��des sont des sph�eres de Hamming.

Ainsi, alors que les algorithmes de d�ecodage dur cherchait l'�el�ement du co-
set de m de plus petit poids de Hamming, les algorithmes de d�ecodage souple
devront, quant �a eux, chercher l'�el�ement du coset de m de plus faible poids
g�en�eralis�e.

Cette di��erence rend le d�ecodage souple plus pr�ecis. C'est-�a-dire que pour un
canal analogue, le taux d'erreur r�esiduel (resp. le gain de codage) du d�ecodage
souple �a maximum de vraisemblance est inf�erieur (resp. sup�erieur) �a celui du
d�ecodage dur complet.
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3.2 Outils pour le d�ecodage sp�eci�ques au d�eco-
dage souple

3.2.1 Crit�ere d'arrêt

Rappelons que dans le d�ecodage dur, il est parfois possible en examinant un
�el�ement du coset du mot re�cu, de d�ecider avec certitude qu'il s'agit du coset
leader. On sait en e�et que tout mot de poids inf�erieur ou �egal au rayon d'em-
pilement (capacit�e de correction) du code est n�ecessairement de poids minimal
dans son coset.

Le coset leader peut cependant être de poids strictement sup�erieur au rayon
d'empilement et l'on ne peut alors avoir aucune certitude sur simple observation
de ce mot quant �a la minimalit�e de son poids.

La comparaison du poids au rayon d'empilement est tout de même un crit�ere
d'arrêt largement r�epandu pour les algorithmes de d�ecodage dur, et il serait in-
t�eressant qu'il existe un crit�ere analogue pour le d�ecodage souple et sa m�etrique
ellipso��dale.

G. David Forney, Jr, dans son article fondateur sur le d�ecodage souple [Jr66]
de 1966, n'utilisait pas tout �a fait la même m�etrique que nous. Pour d�ecrire
sa m�etrique en nous ramenant �a nos notations d�e�nissons pour tout i, zi =
min(jyij; 1) et wF (e) =

Pn
i=1 eizi. Le but de son algorithme �etait de trouver le

mot de code c qui minimise la quantit�e wF (m� c) (m �etant le mot de d�ecision
dure, ou mot re�cu, d�e�ni en section pr�ec�edente), et il a d�emontr�e que si d est la
distance de Hamming minimale du code, alors:

8c 2 C
nX
i=1

(�1)ci�mizi > n� d) 8c0 2 C � fcg wF (m� c0) > wF (m� c)

Son crit�ere d'arrêt consistait donc, observant un �el�ement m� c du coset, �a
le consid�erer comme �etant le coset leader si

Pn
i=1(�1)ci�mizi �etait sup�erieur �a

n� d.

En 1980, Daniel J. Costello, Jr. et Christopher Chi-Hsun Yu [YJ80] am�e-
liorent ce crit�ere en consid�erant non pas zi = min(jyij; 1) (qui dans une optique
((maximum de vraisemblance)) est sous-optimal) mais zi =

jyij
maxj=1:::n jyj j de ma-

ni�ere �a avoir toujours 0 � zi � 1 mais sans biaiser les probabilit�es, le crit�ere
d'arrêt ayant ensuite la même forme que celui de Forney. Les r�esultats ne peuvent
qu'être meilleurs car minimiser la m�etrique ainsi d�e�nie est �equivalent �a d�ecoder
�a maximum de vraisemblance (la m�etrique ainsi d�e�nie est proportionnelle au
poids g�en�eralis�e wG d�e�ni en section pr�ec�edente).

Mais, de même qu'en d�ecodage dur le poids du coset leader n'est pas tou-
jours inf�erieur au rayon d'empilement, les crit�eres d'arrêt d�e�nis ci-dessus ne
permettront pas toujours de capturer le motif d'erreur le plus vraisemblable. Il
importe donc que le crit�ere capture le maximum de motifs. C'est de ce point de
vue que le crit�ere est encore am�elior�e en 1991 par Dana J. Taipale et Michael
B. Pursley [TP91].
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Pour tout �el�ement m � c du coset, de poids de Hamming inf�erieur �a la
distance minimale d du code, soit f le mot de l'espace ambiant tel que: wt(f) =
d � wt(m � c); supp(m � c) \ supp(f) = ; et compos�e des positions les plus
�ables en dehors du support de m� c. Taipale montre alors que:

wG(m� c) < wG(f)) 8c0 2 C � fcg wG(m� c0) > wG(m� c)

Ce qui d�e�nit un crit�ere d'arrêt. Il montre aussi que tout �el�ement du coset
satisfaisant le crit�ere de Costello satisfait �egalement le sien mais que le contraire
n'est pas vrai. Son crit�ere capturera donc plus souvent le coset leader.

3.2.2 Tri des positions par ordre de �abilit�e

Le d�ecodage souple est une g�en�eralisation du d�ecodage dur. De certains
points de vue, et en particulier de celui de la th�eorie de la complexit�e, il s'agit
donc d'un probl�eme plus di�cile [FCGB88]. Pour cette raison et �egalement parce
que sa d�e�nition requiert certaines consid�erations relevant davantage du traite-
ment du signal que des math�ematiques, il a longtemps (et encore aujourd'hui)
e�ray�e une part importante des sp�ecialistes du d�ecodage.

On a vu cependant, avec la d�e�nition d'une m�etrique ellipso��dal, qu'il peut
être appr�ehend�e d'un point de vue strictement math�ematique. La seule di��erence
avec le d�ecodage dur reposant dans la d�e�nition de coe�cients de pond�erations
des positions: ce que l'on a appel�e leur �abilit�e.

Mais ces coe�cients ne rendent pas forc�ement le probl�eme plus di�cile. Au
contraire dans certains cas ils peuvent permettre aux algorithmes de trouver
la solution plus rapidement, en leur fournissant un ordre pertinent pour mener
leurs explorations.

L'algorithme de recherche de motifs d'erreur d�e�ni en section 2.1, par exemple,
g�en�erera les di��erents motifs d'erreur par poids g�en�eralis�e croissant plutôt que
par poids de Hamming croissant (jusqu'�a ce que l'un d'eux ait le même syndrôme
que le mot re�cu).

L'information souple (la �abilit�e des bits) permet donc d'ordonner de ma-
ni�ere plus pr�ecise les di��erentes possibilit�es par rapport �a leur vraisemblance, ce
qui constitue un avantage important. Mais cela est encore plus 
agrant pour le
d�ecodage par ensemble d'information. Nous y reviendrons plus longuement mais
consid�erons en attendant la premi�ere am�elioration de l'algorithme pr�ec�edent: La
restriction �a un ensemble d'information.

Plutôt que de g�en�erer les n bits d'un nouveau motif, on g�en�ere les k bits
d'un nouveau motif restreint �a un ensemble d'information donn�e, les n� k bits
restants �etant d�etermin�es de mani�ere �a ce que le motif ainsi g�en�er�e appartienne
au coset du mot re�cu.

L'algorithme g�en�erera le bon motif d'erreur d�es que le motif restreint test�e
correspondra aux erreurs de transmission sur l'ensemble d'information consi-
d�er�e. Prenons alors comme ensemble d'information celui qui est constitu�e des
k bits les plus �ables (si ces k bits ne constituent pas un ensemble d'informa-
tion, on pourra en g�en�erer un sous-optimal grâce �a un algorithme glouton par
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exemple), que nous appellerons la ((base la plus �able)), et g�en�erons les di��erents
motifs (restreints) par poids g�en�eralis�e croissant.

Il parâ�t clair, compte tenu de la d�efnition probabilistique de la �ablit�e, que
l'esp�erance du nombre d'erreur de transmission sur un ensemble de k positions
est minimal si cet ensemble est constitu�e des k bits les plus �ables. L'algorithme
tombera donc plus tôt en moyenne sur le bon motif s'il choisit la base la plus
�able plutôt qu'un ensemble d'information quelconque. L'information souple
permet par cons�equent d'acc�el�erer cet algorithme.

L'algorithme ainsi d�e�ni a �et�e propos�e pour la premi�ere fois par B. G. Dorsch
en 1974 [Dor74] avec un crit�ere d'arrêt simple et astucieux. Plus de 20 ans plus
tard, Marc P. C. Fossorier et Shu Lin [FL95] m�enent une �etude probabiliste
assez pouss�ee de cet algorithme (qu'ils r�einventent pour l'occasion, ignorant
l'infortun�e Dorsch). Il a �et�e repris (le mot n'est peut-être pas appropri�e, la
correspondance de Dorsch n'�etant toujours pas cit�ee) et am�elior�e en 1997 par
D. Gazelle et J. Snyders [GS97] qui utilisent la distribution des poids du code
pour d�e�nir un crit�ere d'arrêt complexe mais plus e�cace que celui de Dorsch.

Des am�eliorations successives voient ensuite le jour [FL96a] [FL97] [FL99],
semblant re
�eter le fait qu'un principe plus puissant doit exister. Et pour cause,
on a vu dans le chapitre traitant du d�ecodage dur qu'il �etait plus int�eressant
de traiter un nombre limit�e de candidats sur un grand nombre d'ensembles
d'information di��erents que le contraire. Nous essayons dans la prochaine section
d'adapter ce principe au d�ecodage souple. Mais voyons d�ej�a ce que l'on peut dire
de la statistique du bruit sur les positions ordonn�ees par ordre d�ecroissant de
�abilit�e.

Suite au tri, les variables al�eatoires repr�esentant le bruit a�ectant les dif-
f�erentes positions ne sont plus identiques et ind�ependantes. Supposons le tri
e�ectu�e, et appelons �i (i = 1:::n) la variable al�eatoire repr�esentant le bruit
a�ectant la i�i�eme position, et �i (= �E) le i��eme signal transmis.

Fossorier a montr�e [FL95] que l'on a les distributions de probabilit�es sui-

vantes, pour i = 1:::n (Q est la fonction x 7! 1p
2�

R1
x e�

t2

2 dt, et ~Q(x) =

Q

�q
2E2

N0 x

�
):

8x 2 R �

�
�i
�i

= x

�
=

i

�
n

i

�
E e�x

2 E2

N0p
�N0

( ~Q(jx+1j�1)+ ~Q(jx+1j+1))i�1( ~Q(1�jx+1j)� ~Q(1+jx+1j))n�i

D�e�nissons P i
e(n) la probabilit�e pour que la i�i�eme position soit erron�ee, on

a bien-sûr P i
e(n) =

R �1
�1 �

�
�i
�i

= x
�
dx.

On trouvera les r�esultats suivants d�emontr�es dans [BC91]:

Proposition 9

8i = 1:::n� 1 P i
e(n) < P i

e(n� 1) < P i+1
e (n)
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P i
e(n) =

nX
l=n�i+1

(�1)l�n+i�1
�
n

l

��
l � 1

n� i

�
P 1
e (l)

=

nX
l=i

(�1)l�i
�
n

l

��
l � 1

i� 1

�
P l
e(l)

P i+1
e (n) = P i

e(n) +

�
n

i

� iX
l=0

(�1)l
�
i

l

�
P 1
e (n� i+ l)

Et l'on pourra aussi [FL96b] faire l'approximation P i
e(n) � e�4(mi�1) E2N0 avec

mi = ��1(1� i=n) et �(x) = ~Q(2� x)� ~Q(x).
Un grand int�erêt de ces probabilit�es est qu'elles sont d�e�nies ind�ependam-

ment de y, le signal re�cu.

3.2.3 Enum�eration ordonn�ee des motifs d'erreur

Dans la section pr�ec�edente, nous avons mis en �evidence l'int�erêt d'�enum�erer
les di��erents motifs d'erreur par poids g�en�eralis�e croissant, en se restreignant
�eventuellement �a un sous-ensemble du support, mais nous n'expliquons pas com-
ment mener �a bien cette �enum�eration. Cette section y rem�edie et s'inspire d'une
id�ee donn�ee dans [Dum96b] et [Dum01].

Nous donnons ci-dessous une m�ethode, pour tout entier N , d'�enum�eration
des N vecteurs de plus faibles poids g�en�eralis�e. L'adaptation �a un sous-ensemble
du support est directe et ne posera aucune di�cult�e. Cette m�ethode est similaire
aux m�ethodes conventionnelles de d�ecodage par treillis. Elle consiste en n �etapes,
�a chaque �etape j, on construit une liste Xj = f(m;w)g de mots m restreints
aux sous-ensemble f1:::jg du support, accompagn�es de leur poids g�en�eralis�e w
sur ce sous-ensemble..

On construit Xj+1 �a partir de Xj en concat�enant aux mots de cette liste
les symbôles 0 ou 1. Si l'on ajoute 0, le poids g�en�eralis�e ne change pas, si l'on
ajoute 1, le poids g�en�eralis�e est augment�e de jyj+1j. Une fois Xj+1 construite,
on peut lib�erer la m�emoire de la liste Xj .

En premier lieu, pour les �etapes j = 1; :::; blog2Nc, on construit r�ecursive-
ment les listes compl�etes Xj compos�ees de 2

j �el�ements.
Pour les �etapes j suivantes, les listes Xj ne comprendront que les N mots

de plus faible poids g�en�eralis�e sur f1:::jg.
Si Xj comprend N mots, la concat�enation de 0 et 1 �a ces mots donnera 2N

mots. On les triera par poids g�en�eralis�e croissant et on ne gardera que les N
premiers mots.

On peut faire une �economie substantielle en consid�erant que le symbôle 1
ajout�e au i�eme mot mi de la liste Xj tri�ee, donnera un mot m en position au
moins 2i dans la liste Xj+1 tri�ee. En e�et, les i � 1 mots pr�ec�edant mi dans
Xj auxquels on ajoute 0 ou 1 donneront 2(i� 1) mots pr�ec�edant m dans Xj+1,
et mi auquel on ajoute 0 le pr�ec�edera aussi. Il sera donc inutile de concat�ener
le symbôle 1 aux N=2 derniers mots de Xj , la liste �a trier n'aura que 3N=2
�el�ements.
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Apr�es la ni�eme �etape on a la liste attendue des N mots de plus faible
poids g�en�eralis�e, tri�ee par poids g�en�eralis�e croissant. Le complexit�e de cette
�enum�eration est major�ee par n 3

2N log 3
2N . Le même type d'�enum�eration pour

un sous-ensemble du support de cardinal x aura une complexit�e major�ee par
x 3
2N log 3

2N .

3.3 D�ecodage par ensemble d'information souple

3.3.1 Probl�ematique

On a vu que le d�ecodage par ensemble d'information o�rait un principe
puissant pour le d�ecodage dur des codes g�en�eraux qui permettait de r�eduire for-
tement les complexit�es. On peut donc s'attendre �a ce qu'il en aille de même pour
le d�ecodage souple, d'autant que l'information souple devrait pouvoir permettre
de choisir pertinemment les ensembles d'information successifs.

On trouvera souvent dans la litt�erature [FL95] [HHC94] [GS97] l'utilisation
de la base la plus �able comme point de d�epart. Mais le probl�eme se pose de ce
qu'il faut faire ensuite... Cette base est unique et les algorithmes de d�ecodage par
ensemble d'information doivent en tester un tr�es grand nombre pour fonctionner
correctement.

Une premi�ere id�ee consiste �a ordonner l'ensemble des bases par ordre d�e-
croissant de �abilit�e (la �abilit�e d'une base est la somme des �abilit�es de ses
positions), et �a parcourir alors cet ensemble selon cet ordre. Cette possibilit�e
pr�esente cependant des probl�emes d'impl�ementation: Il est en e�et plus coûteux
de calculer, de stocker et d'ordonner l'ensemble des bases que de d�ecoder, et le
faire au fur et �a mesure est loin d'être trivial si l'on exige une complexit�e en
m�emoire acceptable et un surplus de complexit�e en temps n�egligeable.

Par ailleurs, si l'on parvenait �a le faire malgr�e les di�cult�es d'impl�ementation
et de gestion de la m�emoire que cela repr�esente, on explorerait alors des bases
voisines les unes des autres et il faudrait attendre longtemps avant de s'�eloigner
signi�cativement de la base en cours d'exploration, et de rejeter les erreurs
qu'elles contient. L'exploration manquerait d'amplitude, tant et si bien que la
complexit�e pourrait augmenter et non diminuer (il n'y a pas �a ma connaissance
d'�etude de la complexit�e de l'algorithme d�e�ni par cette exploration par �abilit�e
de base d�ecroissante).

Une autre id�ee consiste alors �a choisir les bases successives de mani�ere al�ea-
toire, mais corr�el�ee avec leur �abilit�e, c.a.d. que plus une base sera �able plus
elle aura de chance d'être choisie par l'algorithme. Dans la suite nous allons
d�e�nir deux algorithmes qui utilisent ce principe d'al�ea corr�el�e mais de mani�ere
fort di��erente.

L'un d'entre eux a �et�e introduit par Ilya Dumer �a Eurocode 92 [Dum93] et
en 96 �a Allerton [Dum96a] avec des r�esultats pr�ecis de complexit�e, malheureu-
sement les preuves des r�esultats annonc�es n'ont pas encore �et�e publi�ees et ces
r�esultats correspondent �a l'�etude de la complexit�e ((selon les cas)) 1, fort di��erente

1. selon l'entr�ee de l'algorithme
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de la complexit�e du d�ecodage quasi-complet.

L'autre est le fruit de mon travail et exploite le ph�enom�ene de r�esonnance
stochastique. Il s'agit bien d'un algorithme de d�ecodage quasi-complet, et les
simulations t�emoignent d'un gain en complexit�e spectaculaire par rapport au
d�ecodage dur par ensemble d'information ou par rapport �a tous les algorithmes
de d�ecodage souple quasi-complet existant ((o�ciellement)). Je ne suis malheu-
reusement parvenu �a obtenir aucun r�esultat th�eorique quant �a cette complexit�e
mais une collaboration (post-doc ou (( joint paper ))) avec Ilya Dumer est pr�evue
et pourrait s'av�erer fructueuse.

Si l'on a un algorithme de d�ecodage souple par ensemble d'information, on
pourra ais�ement en d�eduire des algorithmes de d�ecodage mixte, en s'inspirant
de ce qui a �et�e dit �a ce propos pour le d�ecodage dur en section 2.3.

On pourra même faire un peu mieux que dans le cas du d�ecodage dur,
car on pourra g�en�erer les N motifs d'erreur de plus faible poids g�en�eralis�e sur
un ensemble donn�e de cardinal x, quel que soit N . On pourra donc choisir
pr�ecis�ement le nombre N qui optimise la complexit�e globale du d�ecodage (pour
le d�ecodage dur, on g�en�ere les motifs d'erreur de poids de Hamming au plus p,
soit

Pp
i=0

�
x
p

�
motifs, ce qui laisse moins de latitude quant au nombre de motifs,

qui doit être une somme de coe�cients binomiaux).

3.3.2 D�ecodage par recouvrement d'ellipso��des

Le th�eor�eme 7 du chapitre pr�ec�edent (p. 51) donne, pour tout w < r < n, des
bornes sur la taille minimale d'un r�recouvrement de la sph�ere de Hamming de
rayon w sur f1:::ng.

Par ailleurs, il est montr�e qu'en choisissant al�eatoirement, selon une loi uni-

forme, un nombre de r�sous-ensembles de même ordre exponentiel que
(nw)
(rw)

, on

r�ealise un tel recouvrement avec une probabilit�e arbitrairement proche de 1.

Dumer se propose d'obtenir des r�esultats similaires pour les ellipso��des. Nous
exposons dans cette section les principaux r�esultats qu'il obtient. N'ayant eu
acc�es qu'�a une version rapidement �ecrite et sans d�emonstration de ces r�esultats,
n'ayant pas pu être parfaitement convaincu par cette pr�esentation et ayant dû
corriger quelques coquilles, je ne puis malheureusement pas garantir qu'ils en
soient maintenant totalement d�epourvus. Il faut tout de même signaler qu'Ilya
Dumer travaille encore actuellement sur les interminables d�emonstrations de ces
r�esultats qui, m'a-t-il con��e, lui ont demand�e plus de dix ans de recherche.

Soient donc vi(= jyij) 2 R+ la �abilit�e du i�eme bit re�cu, et v = (v1:::vn).
On sait que le d�ecodage sera quasi-complet si l'on teste les 2n�k motifs d'erreur
les plus probables, c.a.d. les 2n�k mots (e1:::en) de F

n
2 minimisant la quantit�ePn

i=1 eivi. Ils forment un ensemble que nous appellerons E(n; v; 2n�k).
Puisque, pour tout v0 proportionnel �a v, le probl�eme est equivalent, on peut,

sans perte de g�en�eralit�e, consid�erer que
Pn

i=1 vi = n.

Pour tout � � n=2, on d�e�nit �� > 0 et pj(�) � 1=2 (j = 1:::n) par les
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�equations suivantes:

pj(�) =
1

1 + 2��vj
;

X
j

pj(�)vj = �

Pour tout j, pj(�) crô�t avec �, et �� d�ecrô�t avec �. On pourra v�eri�er que
pj(0) = 0, �0 =1, pj(n=2) = 1=2, �n=2 = 0.

Soit � < n=2 tel que
P

j H2(pj(�)) = n � k, et soient t =
P

j pj(�), et

L = 2n�k

(n�kt )
.

Th�eor�eme 8 Pour tout v 2 Rn et tout entier r � n su�samment grand, soit
b(n; r; v) le cardinal minimal d'un r�recouvrement de E(n; v; 2n�k). On a, avec
les notations des paragraphes pr�ec�edents:

b(n; r; v) � L�
8j = 1:::n pj(�) � t

n� k

�
) b(n; r; v)

exp
= L

Par ailleurs, le th�eor�eme suivant est d'une importance majeure:

Th�eor�eme 9 Si l'on choisit al�eatoirement (n lnn)2
P

j H2(pj(�))
�
1�H2

�
pj (�)

H2(pj (�))

��

sous-ensembles du support de cardinal n�k, selon une loi telle que toute position
j fasse partie du sous-ensemble choisi avec une probabilit�e �egale �a H2(pj(�)),
alors ces sous-ensembles recouvrent E(n; v; 2n�k) avec une probabilit�e 1� n�n.

La quantit�e
P

j H2(pj(�))
�
1�H2

�
pj(�)

H2(pj (�))

��
est maximale lorsque tous

les vj sont �egaux, ce qui �equivaut au recouvrement d'une sph�ere et donc au

d�ecodage dur. Elle vaut alors (n� k)
�
1�H2

�
H�1
2 (1�R)
1�R

��
, et l'on retrouve la

complexit�e du d�ecodage dur. Pour des ellipso��des oblongs, la complexit�e sera
strictement inf�erieure.

Le d�ecodage par recouvrement d'ellipso��des est donc tout d�esign�e: Il s'agit
d'un d�ecodage par ensemble d'information o�u les bases successives sont choisies
selon une loi satisfaisant la contrainte du th�eor�eme ci-dessus.

L'algorithme calculera donc, en fonction de la �abilit�e des bits de chaque
nouveau mot re�cu, les valeurs de pj(�) et H2(pj(�)), ainsi que le nombre d'it�e-
rations d�e�ni par le th�eor�eme.

Chaque it�eration sera une simple it�eration de d�ecodage par ensemble d'in-
formation (calcul de l'�el�ement du coset s'annulant sur l'ensemble d'information
en cours, s'il ne s'agit pas d'un ensemble d'information mais d'un ensemble
x�d�efectif, avec x > 0, il calculera les 2x �el�ements du coset s'anullant sur k�x
positions ind�ependantes de cet ensemble).

A chaque it�eration, on choisit successivement les n� k positions du compl�e-
mentaire de l'ensemble d'information de la mani�ere suivante: on choisit la pre-
mi�ere position al�eatoirement parmi les n positions de mani�ere �a ce que chaque
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position puisse être choisie avec une probabilit�e H2(pj(�))=(n � k) (je rappelle
que

P
j H2(pj(�)) = n� k).

Pour les n � k � 1 positions suivantes, si J est l'ensemble des positions
non encore s�electionn�es, on choisit al�eatoirement une position dans J de ma-
ni�ere �a ce que chaque position j de J puisse être choisie avec une probabilit�e
H2(pj(�))=

P
i2J H2(pi(�)).

On pourra v�eri�er qu'ainsi, toute position j fera partie de l'ensemble �nal
avec une probabilit�e H2(pj(�)). En�n on consid�ere le compl�ementaire de cet
ensemble comme l'ensemble d'information �a traiter.

3.3.3 D�ecodage par r�esonnance stochastique

La r�esonnance stochastique est un ph�enom�ene d'aide �a la transmission d'un
signal par le bruit, ayant lieu dans certains syst�emes non-lin�eaires [MPO94],
[WM95], [CB97].

Etonnamment les th�eoriciens de l'information ne sont pas pr�evenus, mais
d'aucuns physiciens (ignorant manifestement les e�orts d�eploy�es par d'autres
pour s'attaquer �a ces probl�emes) pr�etendent depuis quelques ann�ees am�eliorer
signi�cativement les rapports signal �a bruit de transmissions non p�eriodiques et
les capacit�es des canaux les plus classiques grâce �a l'introduction de ph�enom�enes
chaotiques ajustables et �a des ph�enom�enes de r�esonnance stochastique [GCB97],
[Kis96], [LGK96].

Je pr�ef�ere ne pas insister sur ce sujet car d'une part, malgr�e le prestige des
journaux o�u sont parus ces articles, il m'a paru suspect que ces travaux soient
d�enu�es de r�ef�erences, ne serait-ce qu'au respectable Shannon, et ne font que
se citer mutuellement et parce que d'autre part les ph�enom�enes de r�esonnance
stochastique que j'ai personnellement observ�es s'appliquent non pas �a des ph�e-
nom�enes physiques mais �a l'e�cacit�e d'un algorithme.

Je rappelle qu'il s'agit de mettre au point un algorithme de d�ecodage mixte,
en choisissant les bases successives de mani�ere al�eatoire, mais corr�el�ee avec leur
�abilit�e, c.a.d. que plus une base sera �able plus elle aura de chance d'être
choisie par l'algorithme.

On choisit donc le d�ecodage mixte avec utilisation de codes poin�conn�es (cf.
section 2.3.2), qui est le plus rapide pour la plupart des longueurs et dimen-
sions de codes utilisables en pratique. Je rappelle que la longueur s des codes
poin�conn�es est soumise aux contraintes:

k < s < min(n; 2k);
s

n
H�1
2

�
2

�
1� k

s

��
< H�1

2 (1�R);

s

n

�
1�H�1

2

�
2

�
1� k

s

���
< 1�H�1

2 (1�R):

et que, pour le d�ecodage dur, la longueur s optimale minimise:

�
1� s

n

� 
1�H2

 
nH�1

2 (1�R)� sH�1
2

�
2
�
1� k

s

��
n� s

!!
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Par ailleurs, il faut g�en�erer sur chaque moiti�e de support des codes poin-
�conn�es, 2s�k motifs d'erreur. Pour g�en�erer les 2s�k motifs de plus faible poids
g�en�eralis�e sur une moiti�e de support poin�conn�e, on utilisera la technique men-
tionn�ee en section 3.2.3.

Reste �a d�e�nir la mani�ere dont on choisit les bases successives. Voici ce que
je sugg�ere.

A chaque it�eration, consid�erons (yi)i=1:::n le signal originellement re�cu, et
pour i allant de 1 �a n, calculons, grâce �a un g�en�erateur pseudo-al�eatoire, y0i =
yi+x o�u x est une r�ealisation d'une variable (pseudo-) al�eatoire de loi normale,
centr�ee et de variance �2 qui est un nouveau param�etre de l'algorithme.

C'est-�a-dire qu'�a chaque it�eration, nous ajoutons au signal re�cu (de mani�ere
non cumul�ee, on reconsid�ere le signal original �a chaque fois) un bruit gaussien
secondaire, cr�e�e de toute pi�ece par l'algorithme.

On choisit alors la base la plus �able relativement aux y0i.
L'esp�erance de x est 0, donc celle de y0i est yi. Il est donc clair qu'une position

aura d'autant plus de chance de faire partie de la base que sa �abilit�e est �elev�ee,
et ce, quel que soit �2.

Le param�etre �2 sert alors �a r�egler l'amplitude de l'exploration. Plus cette
variance est faible, plus les bases successives seront proches de la base la plus
�able (chaque it�eration, consid�er�ee ind�ependamment des autres aura donc une
plus grande probabilit�e de succ�es) et moins cette exploration aura d'amplitude
(les it�erations successives sont donc davantage corr�el�ees entre elles, ainsi que
leur probabilit�e de succ�es).

Nous avons donc deux in
uences antagonistes du param�etre �2, et il faut
s'attendre �a ce qu'il ait une valeur optimale �nie.

Nous avons trac�e, sur les �gures 3.4 �a 3.6, l'in
uence du param�etre sur le
taux d'erreur pour di��erents nombres N d'it�erations, ainsi que la d�ecroissance
du taux d'erreur en fonction du nombre d'it�erations pour di��erente valeur du
param�etre (sur ces �gures, nous avons consid�er�e � et non �2).

Il apparâ�t qu'e�ectivement, certaines valeurs du param�etres permettent
d'atteindre beaucoup plus rapidement des taux d'erreur proches du taux d'er-
reur optimal. On dit que pour ces valeurs, on atteint la r�esonnance stochastique
(pour des taux de codage 3/4, ce ph�enom�ene est même assez spectaculaire).

J'ai constat�e que la valeur optimale pour � �etait toujours proche de la moiti�e
de l'�ecart type de l'erreur, c.a.d. que le �2 optimal vaut �a peu pr�es le quart de
la puissance du bruit. Un r�esultat aussi simple, accompagn�e d'une preuve serait
�evidemment bienvenu, mais mes e�orts n'y ont pas su�.

3.4 Performances

Le nombre d'it�erations n�ecessaire, avec le param�etre optimal, pour que le
d�ecodage soit quasi-complet a �et�e �evalu�e pour de nombreuses valeurs de n �a
taux de codage constant. Il semble être de la forme K 2�n

n2 . � d�epend du rapport
signal �a bruit et du taux de codage, K d�epend en plus du niveau de quasi-
compl�etude requis.
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J'ai trac�e sur la �gure 3.7, les valeurs de � que j'ai estim�ees (ces calculs
demandent beaucoup de simulations) pour trois valeurs de taux de codage et
un rapport signal �a bruit de 3 dB. On peut constater que cet algorithme surpasse
de mani�ere assez nette ses concurrents, non seulement de mani�ere asymptotique,
mais surtout pour tout n car le terme exponentiel est �a diviser par un polynôme
et non �a multipler.

L'algorithme, �a l'aide de quelques simulations pr�eliminaires ou d'abaques,
choisira donc le param�etre �2 optimal et le nombre d'it�erations ad�equat, avant
de commencer le d�ecodage.

Conclusion

Le d�ecodage souple quasi-complet et g�en�eral n'est donc ni plus ni moins
qu'un d�ecodage classique avec un alphabet de sortie du canal plus grand que son
alphabet d'entr�ee. Il s'agit simplement de trouver une m�etrique plus ad�equate
que la m�etrique de Hamming.

Nous avons trait�e le cas du canal gaussien �a entr�ee binaire et sortie r�eelle,
et nous avons vu que la m�etrique optimale a une forme tr�es simple: On pond�ere
chaque position par le module du signal re�cu. D�ecoder (soustraire son coset
leader au mot re�cu) selon cette m�etrique permet alors de trouver le maximum
de vraisemblance, et d'atteindre le taux d'erreur le plus faible possible.

L'avantage sur le d�ecodage dur est double: le taux d'erreur r�esiduel est plus
faible et le d�ecodage est plus rapide.

Le meilleur algorithme de d�ecodage souple par ensemble d'information (sans
recherche de motifs d'erreur) est th�eoriquement le d�ecodage par recouvrement
d'ellipso��des d'Ilya Dumer. Le d�ecodage par r�esonnance stochastique peut s'adap-
ter au d�ecodage par ensemble d'information, mais pr�esente un d�efaut de r�esultat
th�eorique, et est sous-optimale par rapport au pr�ec�edent.

Cependant, il sera di�cile d'obtenir des r�esultats th�eoriques et des para-
m�etres optimaux pour un d�ecodage mixte (avec recherche de motifs d'erreur),
tandis qu'avec son unique param�etres �a r�egler, le d�ecodage par r�esonnance
stochastique s'adapte facilement, et permet d'avoir un d�ecodage mixte quasi-
optimal, g�en�eralement plus e�cace que le d�ecodage par recouvrement d'ellip-
so��des d'Ilya Dumer, bas�e sur le d�ecodage par ensembles d'information qui est
un cas particulier non optimal du d�ecodage mixte.
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Fig. 3.3: n = 128; R = 1=2; Eb=N0 = 2dB
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Fig. 3.4: n = 128; R = 1=2; Eb=N0 = 3dB
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Fig. 3.5: n = 96; R = 1=2; Eb=N0 = 4dB
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Fig. 3.6: n = 180; R = 3=4; Eb=N0 = 4dB
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Fig. 3.7: Coe�cients de complexit�e: (a) D�ecodage par treillis; (b) d�ecodage par
ensemble d'information, (c) idem avec utilisation de codes poin�conn�es, (d) idem
avec utilisation de surcodes, (e) idem avec r�esonnance stochastique.



90 CHAPITRE 3. D�ECODAGE SOUPLE



3.4. PERFORMANCES 91

Conclusion, perspectives

L'objectif annonc�e �etait une utilisation optimale du canal, mais nous avons
consid�er�e que l'alphabet d'entr�ee du canal �etait binaire, avec des symbôles
�equiprobables, ou �eventuellement quaternaire, les modulation BPSK ou QPSK
�etant �equivalentes. Or Shannon a montr�e que, sous une contrainte de puissance
moyenne �a ne pas d�epasser, l'alphabet d'entr�ee optimum pour le canal gaus-
sien �etait continu avec une densit�e de probabilit�e normale (gaussienne) pour les
di��erents symbôles.

Pour de faibles rapports signal �a bruit, la di��erence est t�enue, mais au del�a,
ne faudrait-il pas �etudier des combinaisons de codes correcteurs d'erreur avec
des codages ((binaire �a signal)) alternatifs, ressemblant davantage �a cet alphabet
optimal?

De notre �etude sur le d�ecodage dur, il semblait ressortir une mesure de
((l'exponentialit�e)) du probl�eme du d�ecodage. Cette mesure a-t-elle un sens ?
Peut-on d�e�nir des classes de langages, tellesNP ou PCP (r(x); q(x)) (cf. [Sud93]),
ou de probl�emes d'optimisation, par un coe�cient de complexit�e minimum, en
faisant au besoin l'hypoth�ese P 6= NP ? Cela pourrait-il faire avancer les sciences
de l'informatique?

Cette �etude a fait ressortir ces questions, mais son utilit�e �etait surtout d'ap-
porter une bonne visibilit�e pour la d�e�nition d'algorithmes de d�ecodage souple
quasi-optimaux et g�en�eraux, a�n de ne pas se perdre en consid�erations erra-
tiques.

Nous avons en e�et pu voir que le d�ecodage souple, du point de vue trans-
mission d'information, est nettement plus int�eressant que le d�ecodage dur, bien
que moins abondamment trait�e dans la litt�erature. Le troisi�eme chapitre doit
donc être consid�er�e comme plus important.

Il en est ressorti deux algorithmes peu ou pas connus de la communaut�e des
codeurs nettement plus rapides que leur concurrents du d�ecodage dur ou souple.
Ont-ils un int�erêt face aux turbo-codes? Certainement.

En e�et, les turbo-d�ecodeurs de codes produits s'appuient sur des d�ecodeurs
souples de leurs codes internes. On voit aujourd'hui, impl�ement�es exp�erimanta-
lement ou utilis�es en transmissions r�eelles, des codes produits dont les turbo-
d�ecodeurs utilisent par exemple les algorithmes de d�ecodage de Fossorier et Lin.
Ceux que nous avons vus permettraient de d�ecoder plus rapidement ou d'utiliser
des codes internes al�eatoires de plus grande longueur.

Par ailleurs, les turbo-codes sont tr�es satisfaisants lorsque l'on peut supporter
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les d�elais que leur grande longueur impose, mais les transmissions par paquets
qui sont et seront de plus en plus utilis�ees avec les nouvelles technologies de
l'information requi�erent des longueurs de bloc de quelques centaines en g�en�eral
et d'au plus quelques milliers. S'il �etait envisageable de d�ecoder en temps r�eel
de mani�ere quasi-optimale des codes al�eatoires de cette longueur, les r�esultats
obtenus surpasseraient ceux des turbo-codes.

Or, tenant compte de la loi de Moore et du coe�cient de complexit�e inf�erieur
�a 7% que nous avons obtenu pour les codes de taux 1/2, la longueur d�ecodable
maximale augmentera de plus de 1=0:07 � 14 unit�es touts les dix-huit mois,
disons d'une unit�e par mois, ou d'unit�e et demi pour des codes de taux 3/4.

Avec le d�ecodage par r�esonnance stochastique, il est d�ej�a possible, avec un
simple programme en C, de d�ecoder en temps r�eel un code de longueur 400 et
de taux 1/2, ou de longueur 700 et de taux 3/4; les applications, avec de telles
longueurs, ne manquent pas.

Pour terminer, j'aimerais soulever ce dernier point: le bruit secondaire, ajout�e
par l'algorithme de d�ecodage par r�esonnance stochastique est un bruit blanc,
gaussien, additif. Ce choix n'a �et�e motiv�e par aucune raison particuli�ere, il
s'av�ere simplement que cela marche bien. Quel est le bruit secondaire optimal?
Dans quel mesure d�epend-il du canal?

Les d�emodulateurs utilis�es pour la r�eception des signaux, ont pour la plupart
une charge d'apprentissage du canal qui leur permet de mieux fonctionner, et
peuvent parfois s'adapter �a un canal qui varie dans le temps. Les probl�emes po-
s�es par cet apprentissage ont �et�e largement �etudi�es (voir par exemple [BMP87])
et assez bien r�esolus... Les d�ecodeurs ne devraient-ils pas eux aussi être dou�es
d'apprentissage? Et ne devraient-ils pas maintenant travailler plus en collabo-
ration avec les d�emodulateurs (puisqu'apr�es d�ecodage, ils connaissent la forme
du bruit, ils peuvent renseigner le d�emodulateur �a ce propos, am�eliorant son
apprentissage. Le d�emodulateur, quant �a lui, fournit l'information souple au
d�ecodeur...)?
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Deuxi�eme partie

D�etection et reconnaissance
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Introduction

Je tiens ce monde pour ce qu'il est [...]: un th�eâtre
o�u chacun doit jouer son rôle.

Shakespeare (Le marchand de Venise)

Derri�ere le monde dans lequel nous vivons, loin
�a l'arri�ere-plan, se trouve un autre monde ; leur rap-
port r�eciproque ressemble �a celui qui existe entre les
deux sc�enes qu'on voit parfois au th�eâtre, l'une der-
ri�ere l'autre.

S�ren Kierkegaard (Le Journal du s�educteur)

Il ne fait aucun doute qu'il existe un monde in-
visible. Cependant, il est permis de se demander �a
quelle distance il se trouve du centre-ville et jusqu'�a
quelle heure il est ouvert.

Woody Allen (Dieu, Shakespeare... et moi)

Cette partie, consacr�ee �a la d�etection et �a la reconnaissance de code, a �et�e
�ecrite de mani�ere �a pouvoir être lue ind�ependamment de la partie traitant du
d�ecodage, �a condition toutefois d'avoir une certaine connaissance des codes li-
n�eaires binaires, et �a l'exception de certaines sections s'y reportant. Elle traite
du probl�eme suivant:

Etant donn�e un train binaire transmis �a travers un canal dont on connâ�t le
comportement statistique, et �etant donn�ee une observation d'une partie connexe
de ce train apr�es travers�ee du canal, essayer de r�epondre aux questions suivantes:

Le train binaire etait-il, avant travers�ee du canal, la concat�enation de mots
binaires appartenant �a un même code lin�eaire binaire?

Et en cas de r�eponse positive, quelle est la longueur de ce code, quelle est la
synchronisation des mots de code dans le train binaire, de quel code s'agit-il?

L'int�erêt de savoir y r�epondre se ressent lorsque l'on d�esire obtenir des in-
formations �a partir d'un train binaire intercept�e sans connâ�tre le protocole de
communication (contexte d'espionnage).

Nous allons voir, apr�es avoir formul�e plus rigoureusement le probl�eme de
d�ecision �a r�esoudre, qu'il s'agit d'un probl�eme NP-complet.

Le signal intercept�e sera stock�e en m�emoire selon les capacit�es du d�emodu-
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lateur soit sous la forme d'un train binaire d�emodul�e soit sous une forme o�rant
une information souple, c'est-�a-dire donnant pour chaque bit non pas sa valeur
pr�esum�ee mais sa probabilit�e de valoir 0 ou 1.

Si l'on sait, en faisant la bonne hypoth�ese de longueur et de synchronisa-
tion, se rendre compte du fait qu'un code lin�eaire binaire a bien �et�e utilis�e, on
parviendra, en essayant toutes les hypoth�eses quant �a la longueur et la synchro-
nisation �a e�ectuer simultan�ement la d�etection de code et la reconnaissance de
longueur et de synchronisation. La reconnaissance de code, quant �a elle, sera
abord�ee sous l'angle d'une reconstruction des relations de parit�e.

Nous essaierons d'apporter une solution acceptable en surveillant de pr�es
les facteurs sensibles suivants: La complexit�e de l'algorithme, les probabilit�es
de fausse alarme et de d�etection (pour la d�etection) et la probabilit�e de mau-
vaise reconnaissance. L'information souple sera tr�es b�en�e�que et son traitement
n'augmentera la complexit�e que par une constante.
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Chapitre 1

Histoires de rang

J'�ecrirai ici mes pens�ees sans ordre, et non pas
peut-être dans une confusion sans dessein: c'est le
v�eritable ordre, et qui marquera toujours mon ob-
jet par le d�esordre même. Je ferais trop d'honneur �a
mon sujet, si je le traitais avec ordre, puisque je veux
montrer qu'il en est incapable.

Blaise Pascal (section VI)

J'�ecrirai mes pens�ees avec ordre, par un dessein
sans confusion. Si elles sont justes, la premi�ere ve-
nue sera la cons�equence des autres. C'est le v�eritable
ordre. Il marque mon objet par le d�esordre calligra-
phique. Je ferais trop de d�eshonneur �a mon sujet, si
je ne le traitais pas avec ordre. Je veux montrer qu'il
en est capable. Isidore Ducasse (Po�esies II)

Introduction

Un code lin�eaire binaire est un ensemble de mots (vecteurs) binaires, dits
mots de code, de même longueur n, consituant un sous-espace-vectoriel strict
de Fn2 , l'ensemble, dit (( espace ambiant )), de tous les n�uplets binaires.

Pour �etudier une hypoth�ese de longueur n et de synchronisation donn�ee,
nous extrairons une n�N�matrice X du train binaire en y d�ecoupant des mots
de longueur n selon cette hypoth�ese.

Pour chaque hypoth�ese de longueur et de synchronisation, l'hypoth�ese, que
nous noterons H, �a valider est que les lignes de X �etaient �el�ements d'un même
code lin�eaire binaire de longueur n (c'est �a dire d'un sous espace vectoriel strict
de l'espace ambiant) avant de traverser le canal. Bien sûr, pour que cela ait un
sens, il faut qu'au moins n mots aient �et�e �emis (sinon l'hypoth�ese ainsi �enonc�ee
est toujours vraie). Nous supposerons donc que N > n.
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Un crit�ere de d�etection incontournable sera donc que les lignes de X soient
elles-mêmes �el�ements d'un même sous espace vectoriel strict de l'espace ambiant,
c'est �a dire que la matrice X soit de rang non plein.

Nous allons �etudier ce crit�ere pour nous rendre compte qu'en pratique, il
sera insu�sant. Puis nous ferons quelques remarques sur le probl�eme pos�e par
le fait que la longueur, la synchronisation et la dimension de l'hypoth�etique code
sont inconnues, et sur ce que l'on peut en dire a priori. En�n nous montrerons
que le probl�eme �a r�esoudre, même si l'on connâ�t la longueur, la synchronisation
et la dimension de l'hypoth�etique code, est NP-complet.

1.1 Crit�ere du rang

L'algorithme de d�etection le plus simple consiste �a d�ecider que l'on est en
pr�esence d'un codage lin�eaire si la N � n�matrice X (N > n) est de rang non
plein, c'est �a dire de rang strictement plus petit que n.

Nous sommes alors confront�es �a deux sources d'erreur: d'une part, le crit�ere
pourrait être v�eri��e même si l'hypoth�ese est fausse; d'autre part, même si l'hy-
poth�ese est juste, les erreurs de transmission peuvent être telles que la matrice
X soit en fait de rang plein.

Nous allons �etudier les probabilit�es, dites respectivement de fausse alarme
et de non-d�etection, associ�ees �a ces deux �ev�enements.

1.1.1 Probabilit�e de fausse alarme

La probabilit�e de fausse alarme, not�ee Pfa, est la probabilit�e qu'une N �
n�matrice binaire quelconque soit de rang non plein. On trouvera le d�enombre-
ment des matrices q-aires de dimensions et de rangs donn�es par exemple dans
[LN83] (p. 455), et ainsi v�eri�er la proposition suivante.

Proposition 10

Pfa = Pr(rk(�N ) < n) = 1�
n�1Y
i=0

(1� 2i�N )

Corollaire 1

2n�N � 2�N � 22(n�N) < Pfa < 2n�N � 2�N

D�emonstration: (du corollaire) On a:

1�
n�1X
i=0

2i�N <

n�1Y
i=0

(1� 2i�N ) < 1�
n�1X
i=0

0
@2i�N � n�1X

j=i+1

2i�N2j�N

1
A

Donc
Pn�1

i=0

�
2i�N �Pn�1

j=i+1 2
i�N2j�N

�
< Pfa <

Pn�1
i=0 2i�N .

Or
Pn�1

i=0 2i�N = 2n�N�2�N , etPn�1
i=0

Pn�1
j=i+1 2

i�N2j�N < 22(n�N). On
en d�eduit l'in�egalit�e du corollaire. �
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Ainsi, pour avoir une probabilit�e de fausse alarme inf�erieure par exemple �a
1=1000, il faut et il su�t que N soit au moins �egal �a n+ 10.

1.1.2 Probabilit�e de d�etection

Tout d'abord, nous d�emontrons un lemme qui nous sera utile �a maintes
reprises dans l'ensemble de ce document du fait que nous travaillons sur le corps
binaire. Il est e�ectivement li�e �a la probabilit�e pour qu'une variable al�eatoire
prenne un nombre pair de fois une certaine valeur parmi un nombre donn�e de
r�ealisations, si bien qu'on y revient souvent lorsque l'on traite de probabilit�es
en rapport avec les relations de parit�e (cf. par exemple le lemme 1 de l'article
original de Gallager sur les codes �a relations de parit�e de faible densit�e [Gal62]).

Lemme 3

8n 2 N 8x 2 R
bn=2cX
i=0

�
n

2i

�
x2i(1� x)n�2i =

1 + (1� 2x)n

2

D�emonstration:

On a (1� 2x)n = ((1� x)� x)n =

nX
i=0

�
n

i

�
(�1)ixi(1� x)n�i

et 1 = ((1� x) + x)n =
nX
i=0

�
n

i

�
xi(1� x)n�i

donc 1+(1�2x)n
2 =

bn=2cX
i=0

�
n

2i

�
x2i(1� x)n�2i:

�

Ainsi, si le canal pr�esente un taux d'erreur binaire, ou probabilit�e de transi-
tion �egal �a � , la probabilit�e pour que le nombre de positions erron�ees parmi w

positions donn�ees soit pair vaut 1+(1�2�)w
2 . Le terme (1 � 2�) �etant beaucoup

utilis�e dans la suite, nous d�e�nissons z = 1� 2� .
AppelonsH l'hypoth�ese �a d�etecter (selon laquelle le train binaire etait, avant

travers�ee du canal, la concat�enation de mots binaires appartenant �a un même
code lin�eaire binaire). La probabilit�e de d�etection, not�ee Pdet. est la probabilit�e,
dans le cas o�u H est vraie, pour que la matrice X soit de rang non plein.

Supposons H vraie et appelons C le code qui a �et�e utilis�e.

Proposition 11 Soit, pour 1 � ! � n, C?
! le nombre de mots de poids ! dans

C?, le dual de C. On a:

Pdet <

nX
!=1

C?
!

�
1 + zw

2

�N
+ 2n�N � 2n�k�N
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D�emonstration: X est de rang non plein si et seulement si il existe un mot h
non nul tel que hXt = 0. On a (borne de l'union):

Pdet = Pr(9h 2 F?2=h�tN = 0jH) <
X
h2F?2

Pr(h�tN = 0jH)

Or, pour tout h 2 C? de poids !, Pr(h�tN = 0) est la probabilit�e pour
que les N motifs d'erreur soient tous de poids pair sur le support de h,

c'est �a dire
�
1+zw

2

�N
.

Et pour tout h non nul et non �el�ement de C?, Pr(h�tN = 0) = 2�N . �

Cette probabilit�e de d�etection sera vite trop faible pour les taux d'erreur
binaires (�) usuels, c'est �a dire que le crit�ere du rang est trop strict.

1.2 Oracle du rang

1.2.1 Remarques sur la longueur et la synchronisation

Il sera souvent possible de connâ�tre a priori la longueur et la synchronisation
des hypoth�etiques mots de code.

Tel peut être le cas si par exemple une mise en trame du train binaire est
d�etect�ee. La d�etection de mise en trame n'est pas abord�ee dans cette th�ese mais
il faut savoir que la plupart des protocoles de transmission comprennent de
nombreuses sophistications quant au format des trains binaires devant transiter
dans le canal, dont une utilit�e (parmi d'autres) est de permettre de r�ecup�erer
la synchronisation (le train binaire contient même assez souvent en pr�e�xe des
informations sur sa nature et sur son encodage).

Supposons que ce ne soit pas le cas et que le train binaire �emis (d�epourvu
d'erreur) M = (m1 : : :ml) soit simplement une concat�enation de mots de code,
et appelons Mn;s (0 � s < n, s + n2 < l) la matrice extraite de M selon
l'hypoth�ese de longueur n et de synchronisation s et Nn;s = b l�sn c le nombre de
lignes correspondant:

Mn;s =

0
BB@

ms+1 ms+2 : : : ms+n

ms+n+1 ms+n+2 : : : ms+2n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ms+(Nn;s�1)n+1 : : : : : : ms+Nn;sn

1
CCA

Si C est le code qui a �et�e utilis�e, et si (n; s) est la bonne hypoth�ese de
longueur et de synchronisation alors rk(Mn;s) � dim(C) < n.

Supposons que l'on dispose d'un oracle capable de d�etecter cette non-pl�eni-
tude du rang, même apr�es addition d'une erreur de transmission (dans la suite,
nous allons en quelque sorte nous e�orcer de construire un algorithme de d�e-
tection se rapprochant de cet oracle), palliant ainsi �a la faible probabilit�e de
d�etection du crit�ere de la section pr�ec�edente. A quelles nouvelles di�cult�es
sommes-nous alors confront�es?
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Que se passe-t-il si l'on fait une mauvaise hypoth�ese de longueur ou de
synchronisation?

Une mauvaise hypoth�ese de longueur peut faire perdre toute structure �a la
matrice extraite. Il existe des cas o�u la longueur r�eelle n, la dimension k et
la longueur test�ee n0 sont telles que la matrice extraite (que l'on suppose ici
d�epourvue d'erreur) puisse, avec une probabilit�e non n�egligeable, être de rang

non plein; par exemple si
�
1 + dn0�1n e

�
k < pgcd(n; n0).

Ces cas sont cependant fort marginaux, et il est de toute fa�con quasiment
(les algorithmes seront non d�eterministes, rien n'est exclu �a 100 %) impossible
que l'�evaluation de la mauvaise hypoth�ese supplante et dissimule celle de la
bonne; encore faut-il mener cette derni�ere �a bien, c'est pourquoi on testera
exhaustivement les hypoth�eses de longueur même si, en cours de calcul, l'une
d'entre elles se r�ev�ele cr�edible.

Une erreur sur la synchronisation serait en revanche moins dramatique. On
a en e�et pour 0 � s0 < n: rk(Mn;s0) � rk(Mn;s)+ js�s0j � dim(C)+ js�s0j (ce
que l'on montre facilement en consid�erant que rk([AjB]) � rk([A]) + rk([B])).
Si l'erreur de synchronisation n'est pas trop grande (ni la dimension du code),
la d�etection sera donc toujours possible.

Il est par ailleurs possible d'�eviter d'avoir �a tester de nombreuses hypoth�eses
de synchronisation en consid�erant les matrices M 0

n �a 2n� 1 colonnes d�e�nies de
la mani�ere suivante:

M 0
n =

0
BB@

m1 m2 : : : m2n�1
mn+1 mn+2 : : : m3n�1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
m(Nn;n�1�1)n+1 : : : : : : mNn;n�1n+n�1

1
CCA

Elle contient en e�et la matrice Mn;s qui nous int�eresse qui est de rang au
plus dim(C). La matrice compl�ementaire �a n�1 colonnes �etant de rang au plus
n � 1, on a donc rk(M 0

n) � dim(C) + n � 1 < 2n � 1 et notre oracle pourrait
nous indiquer que l'hypoth�ese de longueur est bonne. Il ne resterait plus alors
qu'�a retrouver la synchronisation.

Si aucune mise en trame n'est d�etect�ee auparavant sur le train binaire, et que
la d�etection doit s'op�erer (( �a l'aveugle )), c.a.d. sans connaissance de la longueur
et de la synchronisation, alors la meilleure m�ethode de d�etection que je puisse
envisager est une d�etection accompagn�ee d'une reconnaissance de longueur et
de synchronisation.

1.2.2 Remarques sur la dimension

Pour d�e�nir des crit�eres pertinents, nous allons faire une �etude de certaines
probablit�es. Notre but ne sera pas d'accomplir une �etude parfaite et des calculs
exacts, mais d'avoir une id�ee de ce qui est n�egligeable et de l'ordre de grandeur
de ce qui ne l'est pas, a�n d'avoir un crit�ere sous la forme d'une fonction �a faire
calculer �a l'algorithme.

Ces ordres de grandeur d�ependront pour certains d�enombrements de la di-
mension k du code �a d�etecter, que l'on ne connâ�t pas. Pour pallier �a ce d�efaut
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lorsqu'il se pr�esentera, nous aurons recours une fois de plus �a un calcul de pro-
babilit�e, mais nous perdrons grandement en pr�ecision, les d�ependances en la
dimension �etant g�en�eralement exponentielles.

Nous supposons connu le taux d'erreur binaire � , ou le rapport signal �a bruit
� = E2 =N0 (E

2 est l'�energie par bit transmis et non l'�energie par bit d'informa-
tion qui est g�en�eralement consid�er�ee dans la litt�erature sur le codage de canal).
Supposons en outre que ce param�etre soit le même que pour le destinataire, ou
du moins que l'on connaisse le rapport signal transmis �a bruit �d dont celui-ci
dispose (ce rapport est g�en�eralement variable, le (( pire cas )) est alors consid�er�e).
Si l'on minore la qualit�e de transmission dont il est suppos�e b�en�e�cier, si l'on
suppose par exemple qu'un taux d'erreur r�esiduel inf�erieur �a 10�3 est attendu,
on peut alors majorer le taux de codage, et si l'on connâ�t la longueur du code
on pourra majorer de mani�ere plus �ne sa dimension:

En l'absence d'hypoth�ese sur la longueur, tout ce que l'on sait est que, si R
d�esigne le taux de codage, la quantit�e 10 log10(�d) � 10 log10(R) > LSh(R) +
1:5dB, o�u LSh(R) est la limite de Shannon (cf. partie ((D�ecodage)), section 1.1.2,
p. 23). En e�et, transmettre �a moins de 1.5 dB de cette limite en utilisant un code
lin�eaire binaire de longueur inf�erieure �a 1000, ne permettrait pas d'atteindre un
taux d'erreur r�esiduel inf�erieur �a 10�3, même en utilisant le meilleur d�ecodage
qui soit pour les codes lin�eaires binaires, �a savoir le d�ecodage souple �a maximum
de vraisemblance. On en d�eduit que 10 log10(R) +LSh(R) < 10 log10(�d)� 1:5,
ce qui nous donne une majoration Rmax(�d) du taux de codage.

Quant aux codes lin�eaires binaires de longueur sup�erieure �a 1000, nous ne
parviendrions de toute fa�con pas �a les d�etecter pour des causes de temps de
calculs et de longueur de train �a intercepter.

Si nous avons une hypoth�ese sur la longueur n, bien-sûr nous savons en
vertu de ce qui pr�ec�ede que la dimension est inf�erieure Rmax(�d)n, mais nous
pouvons être plus pr�ecis en �evaluant pour chaque k le meilleur taux d'erreur
que l'on pourrait atteindre avec le triplet (n; k; �d), et en supposant qu'il doit
être inf�erieur �a 10�3.

Ce taux d'erreur est celui qui serait atteint par un algorithme de d�ecodage
souple �a maximum de vraisemblance. L'estimation la plus pr�ecise de ce dernier
est fournie par la borne tangentielle sph�erique [Pol94]. Le lecteur pourra se
reporter �a la section 1.1.4, p. 30, de la partie ((D�ecodage)) de ce manuscrit pour
plus de pr�ecisions.

Nous pouvons ainsi calculer kmax(�d; n) la valeur maximale que puisse prendre
la dimension du code. Par ailleurs, il est dans l'int�erêt des protagonistes de la
transmission (pour une question de rendement) d'utiliser la plus grande dimen-
sion possible (qui est strictement inf�erieur �a kmax(�d; n) si leur algorithme de
d�ecodage est moins performant que le d�ecodage souple �a maximum de vraisem-
blance ou s'ils attendent un taux d'erreur strictement inf�erieur �a 10�3 ou si la
famille de code utilis�ee n'o�re pas la possibilit�e de choisir une dimension �egale
�a kmax(�d; n)).

Nous pouvons aussi �eventuellement calculer kopt(�d; n) � kmax(�d; n) qui
est la valeur la plus probable de la dimension sachant que tel taux d'erreur est
attendu et que tel algorithme de d�ecodage est utilis�e, ou telle famille de codes...
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Si l'on appelleDn l'hypoth�ese selon laquelle la longueur du code recherch�e est
n et Dk;n l'hypoth�ese selon laquelle la dimension du code vaut k et sa longueur
n, on d�e�nira une distribution de probabilit�e pertinente pour cette dimension
en utilisant les quelques relations suivantes:

8k > kmax(�d; n) Pr(Dk;njH) = 0;

kmax(�d;n)X
k=1

Pr(Dk;njH) = Pr(DnjH);

k1 < k2 � kopt(�d; n) =) Pr(Dk1;njH) < Pr(Dk2;njH):

On peut ra�ner cette �etude en associant �a tout couple (k; n) les trois valeurs
suivantes: R(k; n) = k

n le taux de codage, PML(k; n) le taux d'erreur apr�es d�eco-
dage �a maximum de vraisemblance, et �(k; n) un minorant pour la complexit�e
du d�ecodage (par exemple n2).

Un code sera plus vraisemblablement utilis�e qu'un autre s'il est plus �eco-
nomique ou plus performant. La fonction Pr(Dk;njH) est donc croissante en
R(k; n) et d�ecroissante en PML(k; n) et �(k; n). On pourra prendre:

Pr(Dk;njH) = Kf(k=n)g(PML(k; n))h(�(k; n))

o�u f(R) est une fonction croissante, par exemple f(R) = R, g(P ) est d�e-
croissante, par exemple g(P ) = 1 si P < 10�3 et 0 sinon, h(�) est d�ecrois-
sante, par exemple h(�) = ��x (x > 0), et la constante K est telle queP

k;n Pr(Dk;njH) = 1.
On d�e�nira alors kmax = max k=Pr(Dk;njH) > 0 et kmin = min(k=Pr(Dk;njH) >

1=n) par exemple.
Je laisserai pour le moment intact ces degr�es de libert�e, car toute consid�era-

tion plus avant sur la dimension ou la longueur porterait �a caution ou d�epend
du contexte pr�ecis de la d�etection.

1.3 R�eduction de rang, NP-compl�etude du pro-
bl�eme

Nous avons vu que le crit�ere du rang �etait trop s�ev�ere. Pour avoir une pro-
babilit�e de d�etection su�sante, il faut pouvoir tol�erer, d'une mani�ere ou d'une
autre, les erreurs de transmission. Par ailleurs, pour que cette tol�erance n'aug-
mente pas d�emesur�ement la probabilit�e de fausse alarme, il faudra supposer,
non pas seulement que la matrice �etait de rang non plein avant transmission,
mais qu'elle �etait de rang au plus kmax, pour kmax < n suppos�e connu.

On pourra alors d�ecider que l'hypoth�ese est juste s'il existe un sous-espace
vectoriel de dimension kmax tel que la somme des distances des mots re�cus
�a ce sous-espace vectoriel est inf�erieur �a un certain seuil. Nous �etudions ici
sp�eci�quement ce probl�eme que nous appelons (( R�eduction de rang )).
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1.3.1 Notations et d�e�nition du probl�eme

Nous noterons rk(M) le rang d'une matrice M , et nous appellerons poids de
cette matrice et nous noterons wt(M) le nombre de ses coe�cients non nuls.

Soient N et n deux entiers positifs, et X une N �n-matrice binaire.
Soit k � rk(X) un entier positif. Le probl�eme de r�eduction de rang,
RR, peut s'�enoncer ainsi:

RR(X; k) Trouver une N�n-matrice binaire E? de poids minimum,
et v�eri�ant: rk(X +E?) � k.

Si w est un entier, le probl�eme de d�ecision associ�e �a RR est:

DRR(X; k; !) Existe-t-il une N � n-matrice binaire E? v�eri�ant:�
rk(X +E?) � k
wt(E?) � !

1.3.2 Complexit�e

DRR est clairement dans la classe NP puisque, si la r�eponse �a DRR(X; k; !)
est positive, �etant donn�e une solution E? (comme certi�cat), on peut v�eri�er en
temps polynomial que rk(X +E?) � k et que wt(E?) � !.

Nous allons prouver que DRR est NP-complet en utilisant la NP-compl�etude
du probl�eme de d�ecision DDM associ�e �a la distance minimale d'un code [Var97].

Soient n et k deux entiers positifs, k < n, G une k � n-matrice
binaire et soit ! un entier.

DDM(G;!) Existe-t-il c 2 span(G), non nul, v�eri�ant wt(c) � !.

o�u span(G) est le s.e.v engendr�e par les lignes de G.

Proposition 12 Soit n et k deux entiers, k < n. Soit G une k � n-matrice
binaire v�eri�ant rk(G) = k. On a alors: DDM(G;!)=DRR(G; k� 1; !).

D�emonstration: Supposons que la r�eponse �a DRR(G; k � 1; !) soit positive.

Soit alors (G1 � � �Gk) les lignes de G, et E
? une matrice telle que:�

rk(G+E?) � k � 1
wt(E?) � !

et (E?
1 ; � � � ; E?

k+1) ses vecteurs lignes.

Puisque rk(G+E?) < rk(G), il existe (�1; � � � ; �k) 2 F k
2 tels que:( Pk

i=1 �i(Gi +E?
i ) = 0Pk

i=1 �iGi 6= 0

donc
Pk

i=1 �iE
?
i

�
=
Pk

i=1 �iGi

�
est un vecteur non nul de span(G).
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or wt(
Pk

i=1 �iE
?
i ) � wt(E?) � !, donc la r�eponse �a DDM(G;!) est posi-

tive.

Si au contraire la r�eponse �a DRR(G; k � 1; !) est n�egative, nous savons
que:

8E rk(G+E) � k � 1) wt(E) > !

Soit alors c =
Pk

i=1 �iGi un vecteur non nul de span(G), prouvons que
wt(c) > !:

Soit p 2 f1:::kg tel que �p 6= 0 et soit E la k�n-matrice dont la p i�eme ligne
est �egale �a c et dont les autres lignes sont nulles. On a

Pk
i=1 �i(Gi+Ei) =

c+
Pk

i=1 �iGi = 0, donc rk(G+E) < k et par cons�equent wt(c) = wt(E) >
!.

La r�eponse �a DDM(G;!) est donc n�egative. �

Th�eor�eme 10 DRR est NP-complet.

D�emonstration: Nous avons vu que DDM peut se r�eduire �a DRR si la matrice
est de rang plein. Supposons que nous ayons un algorithme r�esolvant DRR
en temps polynomial et soient (G;w) une instance du probl�eme DDM, et
G0 une matrice de rang plein telle que span(G0) = span(G). Alors, en
r�esolvant, grâce �a notre algorithme, le probl�eme DRR(G0; rk(G) � 1; w),
nous sommes en mesure de r�epondre en temps polynomial au probl�eme
DDM(G;w).

Un algorithme en temps polynomial r�esolvant DRR induit donc un al-
gorithme en temps polynomial r�esolvant DDM (de même donc, puisque
DDM est NP-complet, pour tout probl�eme de la classe NP).

Ceci prouve (avec le fait que DRR est dans la classe NP) que DRR est
NP-complet. �

Conclusion

La premi�ere section a introduit les concepts de probabilit�e de fausse alarme
et de d�etection dont nous allons nous servir abondamment par la suite. Ils nous
ont permis de mesurer ((l'insu�sance)) du crit�ere du rang, et seront utilis�es �a la
même �n pour tout autre crit�ere.

Nous avons vu ensuite une forme pratique �a donner �a la matrice X , qui
premttra, lors de la d�etection, de ne pas se poser la question de la synchro-
nisation. Cependant, nous oublierons ce d�etail dans la suite pour rendre plus
compr�ehensible nos propos.

Nous avons �egalement d�e�ni kmin et kmax les valeurs minimales et maxi-
males de la dimension du code �a d�etecter, s'il en est, ainsi que les probabilit�es
Pr(Dk;njH) pour que la longueur et la dimension de l'hypoth�etique code soient

respectivement n et k et Pr(DnjH) =
Pn�1

k=1 Pr(Dk;njH) la probabilit�e pour
quela longueur soit n. Nous y ferons plusieurs fois r�ef�erence.
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En�n, nous avons un nouveau venu dans la classe des probl�emes NP-complets,
le probl�eme de la r�eduction de rang, qui est directement li�e �a notre probl�eme.
Nous ne pourrons donc r�esoudre que les instances ((faciles)) de celui-ci, c.a.d.
qu'il sera n�ecessaire que le taux d'erreur binaire ne soit pas trop �elev�e ou que la
portion de train binaire consid�er�ee soit ((propre)).



107

Chapitre 2

D�etection et
reconnaissance: g�en�eralit�es

[...] il est de certaines sensations d�elicieuses dont
le vague n'exclut pas l'intensit�e; et il n'est pas de
pointe plus ac�er�ee que celle de l'In�ni.

Charles Baudelaire

Rien de noble ne se fait sans hasard.
Michel de Montaigne (Essais 1.24)

J'entendrai des regards que vous croirez muets.
Jean Racine

Introduction: inconnu et hasard

Comme c'est souvent le cas en th�eorie de l'information, les g�en�eralit�es qui
seront trait�ees dans ce chapitre sont en rapport avec la notion de hasard. Les
inconnues seront mod�elis�ees par des variables al�eatoires dont les lois statistiques
seront donn�ees.

Ainsi, on mod�elise une source d'information par des tirages successifs �a pile
ou face dont le nombre mesure la quantit�e d'information ainsi produite; de même
on mod�elise un canal par un additionneur de bruit, le bruit �etant lui-même un
processus al�eatoire ob�eissant �a certaines lois statistiques.

Si le d�ecodage consiste �a d�eterminer les bits qui ont �et�e ((choisis par le hasard))
de la source connaissant les statistiques du canal et les r�egles de codage, la
reconnaissance de code consiste quant �a elle �a d�eterminer les r�egles de codage
connaissant les statistiques du canal, de la source...

Pour ce probl�eme les sources de hasard sont donc plus nombreuses qu'habi-
tuellement. Nous allons consid�erer, en plus de la source et du canal, deux autres
sources de hasard. La premi�ere est l'�emetteur: le train binaire intercept�e est
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d'origine inconnue, l'�emetteur est un �emetteur al�eatoire parmi l'ensemble des
�emetteurs, les param�etres de la transmission sont donc eux-mêmes al�eatoires,
et en particulier le code (en tant qu'�el�ement de l'ensemble de tous les codes,
qu'objet combinatoire, qu'entit�e alg�ebrique �a part enti�ere) qui a �et�e utilis�e, les
mots de ce code (consid�er�es individuellement, chacun pouvant être d�e�ni comme
�etant l'intersection de tous les codes qui le contiennent), et de même les mots
de son code dual, c.a.d. les ((relations de parit�e)) qui doivent être satisfaites par
la totalit�e des mots de code.

Une autre source de hasard que nous seront amen�es �a consid�erer est le
pseudo-al�ea qui sera utilis�e par les algorithmes que nous mettrons au point
et qui sera suppos�e être un vrai al�ea.

Les fruits (ou r�ealisations) de ces sources de hasard peuvent être combin�es
entre eux, d'une mani�ere impos�ee ou choisie, ils peuvent être observ�es sous un
angle particulier, impos�e ou choisi �egalement. Si nous associons des variables
al�eatoires (VA) aux di��erentes sources de hasard, alors ces combinaisons ou ces
angles d'observation sont en quelque sorte des op�erateurs s'appliquant aux VA.
Nous consid�ererons leurs r�esultats comme des VA �egalement, et nous aurons �a
notre disposition des r�ealisations de ces derni�eres.

Nous utiliserons alors le formalisme intuitif des probabilit�es: la probabilit�e
pour qu'une VA prenne une valeur donn�ee correspondra �a la fr�equence attendue
de cet �ev�enement pour un nombre in�ni de r�ealisations identiques et ind�epen-
dantes et en supposant exact le mod�ele statistique donn�e (pour les sources de ha-
sard). Ce formalisme met �a notre disposition l'axiomatique intuitive bien connue
des probabilit�es que je ne rappellerai pas ici (je ne parle pas de la rigoureuse
th�eorie axiomatique des probabilit�es mais des r�egles de calcul, de d�enombrement,
de prise en compte de conditions,... qui sont enseign�ees au lyc�ee).

Nous verrons alors, en s'�etant simplement donn�e ces quelques r�egles et en
ayant d�e�ni la nature des probl�emes de d�etection et de reconnaissance sans
rentrer dans le d�etail de probl�emes particuliers, qu'il est d�ej�a possible de d�e�nir
les principaux outils dont on se servira, et d'�enoncer d'importants r�esultats.

Lorsqu'ensuite, nous consid�ererons un probl�eme particulier rentrant dans
une des cat�egories de probl�emes que nous allons d�e�nir dans ce chapitre, nous
pourrons utiliser directement ces r�esultats. Nous parviendrons ainsi �a donner la
marche �a suivre pour la d�etection et la reconnaissance de code.

2.1 Probl�emes de d�etection

2.1.1 D�e�nition

Consid�erons un ph�enom�ene A : ; ! Y (un algorithme, un canal... ou tout
ph�enom�ene, d�eterministe ou non), g�en�erant spontan�ement un element de Y . Et
consid�erons de même ce que nous appellerons l'�ev�enement fortuit ; ! Y , qui
est en quelque sorte la r�eunion de tous les ph�enom�enes g�en�erant un element de
Y .

Supposons que l'on dispose d'un mod�ele probabiliste d�ecrivant de mani�ere
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pertinente le ph�enom�ene A et l'�ev�enement fortuit, c.a.d. permettant de calculer,
pour tout �el�ement y de Y , la probabilit�e pour qu'un �el�ement de Y g�en�er�e par
la ph�enom�ene A soit �egal �a y et la probabilit�e, que nous noterons Pr(y), pour
qu'un �el�ement de Y g�en�er�e de mani�ere fortuite soit �egal �a y.

Etant donn�e un tel ph�enom�eneA, nous appellerons (( algorithme de d�etection
associ�e �a A )), un algorithme dont le but est de d�ecider, observant un �el�ement
de Y , si le ph�enom�ene A est arriv�e ou s'il s'agit d'un �ev�enement fortuit.

Dans notre probl�eme, le ph�enom�ene �a d�etecter est l'utilisation d'un code
lin�eaire binaire pour transmettre un message �a travers un canal. L'ensemble Y
est l'ensemble de tous les trains binaires. A consiste en la transmission d'un
message m quelconque �a travers un canal donn�e apr�es encodage par un code
lin�eaire binaire C quelconque et concat�enation des mots de code obtenus.

Plus pr�ecis�ement, nous �etudierons le cas d'un canal binaire sym�etrique de
probabilit�e de transition � connue (cas dur) et celui d'un canal �a bruit blanc
gaussien additif de rapport signal �a bruit E2 =N0 connu (cas souple); et nous
supposerons que le code utilis�e, s'il en est, l'a �et�e �a des �ns de corrections d'erreur
(et est donc adapt�e au canal).

2.1.2 Crit�ere de d�etection, probabilit�es de d�etection et de

fausse alarme

La r�eponse de l'algorithme de d�etection d�epend uniquement de l'�el�ement de
Y qu'on lui donne �a observer et qui aura donc �a satisfaire un certain crit�ere (dit
(( crit�ere de d�etection ))) pour que la r�eponse soit positive.

Le crit�ere de d�etection est g�en�eralement bas�e sur un couple (F; S) avec F une
fonction de Y dans R et S un r�eel appel�e (( seuil )). L'algorithme de d�etection,
observant y 2 Y , d�ecidera que A a eu lieu si F (y) � S.

Les probabilit�e de d�etection et de fausse alarme sont des outils servant �a
�evaluer l'e�cacit�e d'un algorithme de d�etection.

D�e�nition 11 Etant donn�e un ph�enom�ene A : ; ! Y et un algorithme de
d�etection associ�e �a A, nous appellerons probabilit�e de fausse alarme et note-
rons Pfa la probabilit�e pour qu'un �el�ement quelconque (fortuit) de Y satisfasse
le crit�ere de d�etection. De même, nous appellerons probabilit�e de d�etection et
noterons Pdet la probabilit�e pour qu'une sortie de A satisfasse ce même crit�ere
de d�etection.

Bien sûr, l'algorithme de d�etection est e�cace si la probabilit�e de fausse
alarme est proche de z�ero et la probabilit�e de d�etection proche de 1.

Ces probabilit�es varient simultan�ement lorsque l'on fait varier le seuil et sont
donc g�en�eralement reli�ees monotoniquement entre elles. En e�et, si l'on veut une
tr�es faible probablit�e de fausse alarme, on d�e�nira un seuil tr�es haut, mais alors
la probabilit�e de d�etection sera elle même faible. Inversement, si l'on veut une
probabilit�e de d�etection tr�es �elev�ee, il faudra un seuil tr�es bas, mais alors la
probabilit�e de fausse alarme sera �elev�ee.
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Fig. 2.1: Probabilit�e de d�etection en fonction de la probabilit�e de fausse alarme

En particulier, une probablit�e de fausse alarme �egale �a 0 correspond toujours
�a un seuil si �elev�e que la probablit�e de d�etection vaut elle-même 0 (l'algorithme
r�epond n�egativement quelle que soit son entr�ee). De même, une probablit�e de
d�etection �egale �a 1 correspond g�en�eralement (si l'image de A est Y tout en-
tier, comme c'est souvent le cas lorsqu'un ph�enom�ene stochastique, tel un canal
bruit�e, entre en jeu dans le ph�enom�ene �a d�etecter) �a une probabilit�e de fausse
alarme elle-même �egale �a 1.

En r�eglant le seuil, on choisit donc un compromis entre ces deux probabilit�es.
La �gure 2.1 montre comment elles sont typiquement reli�ees entre elles. Ce
genre de courbe relie toujours les points (0; 0) et (1; 1). La seconde courbe, plus
(( pointue )) que la premi�ere, repr�esente un crit�ere de d�etection plus discriminant.

Pour un couple (Pfa; Pdet) donn�e,
Pdet
Pfa

est la pente de la droite reliant l'ori-

gine au point de la courbe d�etermin�e par ce couple. Bien entendu, ce rapport
est en principe sup�erieur �a 1.

Si l'on exprime Pdet en fonction de Pdet
Pfa

, la fonction obtenue, de [1;1[ dans

]0,1], vaut 1 en 1, est d�ecroissante, et tend vers 0. La d�ecroissance est d'autant
plus lente que le crit�ere est discriminant (ce qui constitue une caract�erisation
de la notion de discriminance relative de deux crit�eres math�ematiquement plus
correcte que la notion de courbe plus ou moins (( pointue ))).

2.1.3 D�etection optimale

Essayons maintenant de voir ce que doit calculer la fonction F :
Appelons H l'hypoth�ese selon laquelle A a bien eu lieu et consid�erons l'�el�e-

ment observ�e comme une variable al�eatoire: Pour tout y 2 Y , on note Pr(y) la
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probabilit�e d'observer y en dehors de toute hypoth�ese et Pr(yjH) la probabi-
lit�e d'observer y si H est vraie (Dans le cas d'un ensemble Y non discret, on
consid�ere de mani�ere similaire les densit�es de probabilit�e).

Soit 
 le sous-ensemble de Y contenant tous les �el�ements qui provoqueront
une r�eponse positive de la part de l'algorithme de d�etection. On a alors:

Pfa =
X
y2


Pr(y)

Pdet =
X
y2


Pr(yjH)

(les sommes sont �eventuellement �a remplacer par des int�egrales et les probabi-
lit�es par des densit�es de probabilit�e dans le cas d'ensembles non discrets)

Le probl�eme consiste �a choisir la r�egion 
 de mani�ere �a optimiser simultan�e-
ment les deux probabilit�es. Or que l'on veuille maximiser Pdet pour une valeur
donn�ee de Pfa ou minimiser Pfa pour une valeur donn�ee de Pdet, la meilleure
strat�egie consiste �a int�egrer dans 
 les �el�ements y de Y tels que le rapport
Pr(yjH)
Pr(y) soit sup�erieur �a un certain seuil; la valeur de ce seuil �etant choisie de

mani�ere �a tomber sur celle des deux probabilit�es que l'on s'�etait donn�ee.

La fonction F id�eale calcule donc ce rapport et le seuil S est celui dont on
vient de parler.

Remarque 4 Si F calcule le rapport Pr(yjH)
Pr(y) et si le crit�ere de d�etection est

F (y) � S, on a alors Pdet
Pfa
� S, et en particulier Pfa < 1=S.

Remarque 5 L'ensemble 
 est d�ecroissant (au sens de l'inclusion) par rapport
au seuil S et tend vers l'ensemble vide. Si l'on exprime Pdet en fonction de S,
on obtient donc une fonction d�ecroissante, tendant vers 0. Tenant compte de la
remarque 4 et de ce qui est dit en �n de section pr�ec�edente sur la discriminance,
cette d�ecroissance est d'autant plus lente que le crit�ere est discriminant, et peut
repr�esenter une caract�erisation de la discriminance.

Les probabilit�e de d�etection et de fausse alarme d�ependant du seuil S, on
d�e�nira � et 
 les fonctions de R+ dans R+ telles que Pdet = �(S) et Pfa =

(S).

Soit Pmax
fa la probabilit�e de fausse alarme maximale que l'on s'autorise, et

Pmin
det un objectif que l'on aimerait atteindre pour la probabilit�e de d�etection.

Si �
�

1
Pmaxfa

�
� Pmin

det , tout va bien, on pourra prendre S = 1
Pmaxfa

et l'objectif

sera atteint. Si �ca n'est pas le cas, on choisira le plus petit seuil S tel que

(S) � Pmax

fa .

Si l'on sait calculer �(S) et non 
(S) et si l'on a �
�

1
Pmaxfa

�
< Pmin

det , on

consid�erera que l'on a pour tout S, 
(S) � �(S)
S et donc que le seuil S tel que

�(S)
S = Pmax

fa convient. Il est inf�erieur �a 1
Pmaxfa

, on am�eliore donc la situation,
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mais l'objectif pour la probabilit�e de d�etection ne sera cependant pas forc�ement
atteint pour autant.

Si l'on ne sait calculer ni �(S), ni 
(S), ces consid�erations sont inutilisables.
Toutefois, il est assez fr�equent dans ce cas, que les deux quantit�es E et V que
je d�e�nis plus bas, qui ne d�ependent pas de S et qui permettent de faire des
consid�erations analogues, soient caculables.

Supposons que le crit�ere soit F (y) � S, que l'on ne sache pas calculer les
probabilit�es de d�etection et de fausse alarme sous-jacentes, mais que l'on sache
calculer:

E = Esp(F (y)jH) V = Var(F (y)jH)

Si E < 1
Pmaxfa

, alors le seuil S = 1
Pmaxfa

ne permettra probablement pas d'at-

teindre une probabilit�e de d�etection satisfaisante. On a en e�et:

�

 
1

Pmax
fa

!
= Pr

 
F (y) � 1

Pmax
fa

jH
!
= Pr

 
F (y)�E � 1

Pmax
fa

�EjH
!

Et on pourra majorer la probabilit�e de d�etection en invoquant une in�egalit�e
de Chebyshev.

Bien sûr, tout couple (F 0; S0) tel que:

8y 2 Y (F (y) � S), (F 0(y) � S0)

peut remplacer (F; S) et est même pr�ef�erable si F 0 est moins coûteuse �a calculer.
Si l'on exige que ceci soit v�eri��e pour tout S, on a alors n�ecessairement

une fonction l : R+ ! R+ strictement croissante telle que F 0 = l � F . Si
cette fonction est continue, elle est alors bijective et l'on a F = l�1 � F 0 et
F (y) � S , F 0(y) � l(S).

Si l'on sait calculer E0 = Esp(F 0(y)jH) et V 0 = Var(F 0(y)jH), et si E0 <

l
�

1
Pmaxfa

�
, on aura de même que ci-dessus:

�

 
1

Pmax
fa

!
= Pr

 
F 0(y) � l

 
1

Pmax
fa

!
jH
!
= Pr

 
F 0(y)�E0 � l

 
1

Pmax
fa

!
�E0

!

Et l'on pourra de même invoquer une in�egalit�e de Chebyshev pour majorer
Pdet. On trouvera les in�egalit�es de Chebyshev usuelles, leur d�emonstration et
leurs g�en�eralisations dans [Gal68], p. 126. Cela peut donner par exemple:

8S �(S) = Pr(F 0(y) � l(S)) � E0

l(S)

8S > l�1(E0) �(S) = Pr(F 0(y)�E0 � l(S)�E0) � V 0

(l(S)�E0)2

Soit alors ��(S) (< 1) une majoration calculable de �(S), on a Pfa � ��(S)
S , et

l'on pourra choisir le seuil S tel que
��(S)
S = Pmax

fa , qui est calculable et inf�erieur

�a 1
Pmaxfa

.
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Nous verrons dans le prochain chapitre une application de la d�etection opti-
male. Elle permettra de d�etecter le type le plus simple de codage lin�eaire et de
reconnâ�tre la longueur et la synchronisation des mots de code.

2.1.4 D�etection optimale sous contrainte de temps

Ains que nous le verrons dans le chapitre 3, nous pouvons appliquer un
crit�ere de d�etection optimal pour la d�etection d'un type de codage donn�e, si
celui-ci est simple.

Pour la d�etection d'un code quelconque, l'hypoth�ese �a v�eri�er: (( un code a
�et�e utilis�e )) constitue une multitude (exponentielle en n2) d'hypoth�eses simples
du type (( tel code a �et�e utilis�e )).

La situation peut se sch�ematiser ainsi: on a cette fois:

A : ; ! �; A0 : �! Y

Et l'on d�esire d�etecter, sur observation de y 2 Y , le ph�enom�ene A �A0.
On dispose pour cela d'un mod�ele probabiliste d�ecrivant de mani�ere perti-

nente les ph�enom�enes A, A0 et l'�ev�enement fortuit; c.a.d. que l'on est en mesure
(encore que cela ne soit pas si sûr) de calculer pour tout C 2 � et tout y 2 Y
les probabilit�es:

Pr(CjA); Pr(yjC;A0); Pr(y)

La probabilit�e Pr(yjA �A0), quant �a elle, vaut:
Pr(yjA �A0) =

X
C2�

Pr(CjA) Pr(yjC;A0)

Mais faire cette sommation est hors de port�ee, et l'on ne connâ�t pas d'autres

mani�eres d'�evaluer cette probabilit�e. Le crit�ere Pr(yjA�A0)
Pr(y) ne peut donc être

appliqu�e.
Il parâ�t alors raisonnable de dire que sous la contrainte du temps (d'une

puissance de calcul limit�e), on est forc�e d'adopter une solution sous-optimale et

que la fonction que l'on calculera ne sera pas �egale au ratio Pr(yjA;A0)
Pr(y) ... Formel-

lement, cela signi�e, si l'on appelle B : Y ! W notre fonction calculable avec
la puissance de calcul impartie, que l'on rajoute un troisi�eme niveau au ph�eno-
m�ene �a d�etecter: sur observation de w 2 W , on veut distinguer le ph�enom�ene
A �A0 �B du ph�enom�ene B (�ev�enement fortuit suivi de B).

Compte tenu de ces �el�ements, le crit�ere optimal consiste �a comparer �a un
seuil la quantit�e:

Pr(wjA �A0 �B)P
y2Y Pr(y) Pr(wjy;B) =

Pr(wjA �A0 �B)
Pr(wjB)

Par exemple, pour le crit�ere du rang, vu pr�ec�edemment, on avait B : Y !
fplein, non pleing, 
 = fnon pleing, et:

Pr(non pleinjA �A0 �B)
Pr(non plein)

� 1 + 2�n
nX
i=1

C?
i (1 + zi)N
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(qui est �egal �a Pdet
Pfa

dans ce cas car 
 est de cardinal 1)

Mais nous avons vu que la probabilit�e de d�etection allait en g�en�eral être
trop faible. Nous allons voir dans la suite que, plutôt que d'imposer hXt = 0, il
est plus int�eressant de demander �a hXt d'être de poids faible. Et puisque nous
nous pla�cons dans le cas (fr�equent) o�u le crit�ere du rang a �echou�e, nous pourrons
supposer que X est de rang plein. Mais n'anticipons pas...

On attend donc de la fonctionB: qu'elle soit calculable bien-sûr, que le crit�ere
Pr(wjA�A0�B)

Pr(wjB) le soit �egalement, et surtout qu'il donne lieu �a des probabilit�es de

d�etection et de fausse alarme acceptables. Par ailleurs, nous aurons int�erêt, nous
allons voir pourquoi, �a ce que cette fonction soit non d�eterministe.

D�e�nition 12 On appelle fonction non d�eterministe toute fonction dont le r�e-
sultat ne d�epend pas seulement de son argument, mais �egalement du tirage al�e-
taoire (dont elle se charge) d'un certain nombre de bits. Elle pourra donc donner
des r�esultats di��erents lors d'appels successifs avec le même argument.

Soit, pour tout w 2W , les probabilit�es Pd(w) = Pr(wjA�A0 �B) et Pf (w) =
Pr(wjB), et soit 
(S) l'ensemble fw 2 W=Pd(w)Pf (w)

> Sg. Le crit�ere de d�etection
consiste �a r�epondre positivement si B(y) 2 
(S). La probabilit�e de d�etection
vaut

P
w2
(S) Pd(w) et la probabilit�e de fausse alarme

P
w2
(S) Pf (w). Pour

tout S, si ces probabilit�es ne sont pas nulles, leur ratio est sup�erieur �a S.
Il arrive cependant que pour les valeurs acceptables de ce ratio, la probabilit�e

de d�etection soit trop faible. Il est alors crucial que la fonction B soit non
d�eterministe (contrairement au rang par exemple) et que l'on puisse l'appeler
un grand nombre de fois, disons m, et pouvoir faire l'hypoth�ese que les r�esultats
obtenus successivement soit distribu�es identiquement et ind�ependamment 1. Le
crit�ere consiste alors �a r�epondre positivement si pour au moins x � 1 des m
appels, on a B(y) 2 
(S).

Les param�etres �a r�egler sont alors le nombre d'appels m et les seuils x et S.
Nous allons voir que ceci peut nous o�rir le grand avantage de choisir librement
les probabilit�es de d�etection et de fausse alarme.

Appelons Pdet(S;m; x) et Pfa(S;m; x) les probabilit�es de d�etection et de
fausse alarme associ�ees �a un nombre m d'appels de la fonction B avec d�etection
si et seulement si au moins x de cesm appels �echouent dans l'ensemble 
(S). On
a en particulier Pdet(S; 1; 1) =

P
w2
(S) Pd(w) et Pfa(S; 1; 1) =

P
w2
(S) Pf (w).

Nous noterons Pdet(S; 1; 1) = �(S) et Pfa(S; 1; 1) = 
(S).

Proposition 13 Si les sorties successives de l'algorithme B sont distribu�ees
identiquement et ind�ependamment, alors quels que soient Pmin

det 2]0; 1[, Pmax
fa 2

]0; 1[ et 1 � x � m, on a: 
x�1X
i=0

�
m

i

�
�(S)i(1� �(S))m�i � 1� Pmin

det

!
) Pdet(S;m; x) � Pmin

det

1. (( iidness ))
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S �

�
m
x

�1=x
�(S)

(Pmax
fa )1=x

!
) Pfa(S;m; x) < Pmax

fa

D�emonstration: La probabilit�e Pdet(S;m; x) est la probabilit�e qu'au moins x
des m appels �a B donne w 2 
(S) si H est vraie. 1 � Pdet(S;m; x) est
donc la probabilit�e, si H est vraie, qu'au plus x � 1 de ces appels donne
w 2 
(S). On a donc, du fait de l'ind�ependance des it�erations:

1� Pdet(S;m; x) =

x�1X
i=0

�
m

i

�
�(S)i(1� �(S))m�i

Si cette quantit�e est inf�erieure �a 1 � Pmin
det on aura donc Pdet(S;m; x) �

Pmin
det .

Par ailleurs, par la borne de l'union, on a:

Pfa(S;m; x) <

�
m

x

�

(S)x

Et puisque 
(S) � �(S)
S , on d�eduit la deuxi�eme implication. �

On choisira donc S;m et x de mani�ere �a ce que ces in�egalit�es soient v�eri��ees,
et de mani�ere aussi �a minimiserm qui d�eterminera le coût de l'algorithme. Quelle
est alors la plus petite valeur de m telle que ces in�egalit�es soient v�eri��ees ?
Que doivent valoir x et S ? Ces questions ne sont pas aussi simples qu'il n'y
parâ�t. Les r�eponses d�ependent de la fonction �(S). On sera en g�en�eral oblig�e de
calculer num�eriquement le nombre m minimal pour chaque valeur de x, jusqu'�a
ce que ce nombre commence �a augmenter avec x. Voici toujours, a�n de mieux
appr�ehender les d�ependances antagonistes qui sont en jeu, un calcul formel de
ce nombre pour x = 1 et 2:

Corollaire 28>><
>>:
S =

� ln(1�Pmindet )
Pmaxfa

�(S) > 0

m =
� ln(1�Pmindet )

�(S)

)
(
Pdet(S;m; 1) > Pmin

det

Pfa(S;m; 1) < Pmax
fa

D�emonstration: Par application de la proposition pour x = 1, on a:

(1� �(S))m � 1� Pmin
det ) Pdet(S;m; 1) � Pmin

det

S � m�(S)

Pmax
fa

) Pfa(S;m; 1) < Pmax
fa

Or, si �(S) > 0, (1� �(S))m < e�m�(S), donc
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(
�(S) > 0

m =
� ln(1�Pmindet )

�(S)

) Pdet(S;m; 1) � Pmin
det

Mais l'on a aussi dans ce cas m�(S) = � ln(1 � Pmin
det ), il su�t donc de

prendre S =
� ln(1�Pmindet )

Pmaxfa
pour avoir Pfa(S;m; 1) < Pmax

fa . �

Corollaire 30
BBBB@9a > 1

8>>>><
>>>>:

a� ln a � ln 2� ln(1� Pmin
det )

S =
a+ 1

2p
2Pmaxfa

�(S) > 0

m = 1 + a
�(S)

1
CCCCA)

(
Pdet(S;m; 2) > Pmin

det

Pfa(S;m; 2) < Pmax
fa

D�emonstration: Par application de la proposition pour x = 2, on a:

(1� �(S))m +m�(S)(1� �((S))m�1 � 1�Pmin
det ) Pdet(S;m; 2) � Pmin

det

S �
q

m(m�1)
2 �(S)q
Pmax
fa

) Pfa(S;m; 2) < Pmax
fa

Or, si l'on note a = (m� 1)�(S) et si l'on suppose a > 1, on a:

(1��(S))m+m�(S)(1��((S))m�1 = (1+a)(1��(S))m�1 < (1+a)e�a < 2ae�a

Donc

8><
>:
�(S) > 0; a > 1

a� ln a � ln 2� ln(1� Pmin
det )

m = 1 + a
�(S)

) Pdet(S;m; 2) � Pmin
det .

Par ailleurs, puisque m� 1
2 >

p
m(m� 1), on a

a+ 1
2p

2Pmaxfa

>

q
m(m�1)

2 �(S)p
Pmaxfa

.

il su�t donc de prendre S =
a+ 1

2p
2Pmaxfa

pour avoir Pfa(S;m; 2) < Pmax
fa . �

Je r�ep�ete ici la remarque 5 de la section 2.1.3: La fonction �(S) est d�ecrois-
sante, et tend vers 0. La d�ecroissance est d'autant plus lente que le crit�ere est
discriminant.

La proposition 13 indique donc, mais cela se voit mieux sur ses corollaires,
que m pourra être d'autant plus petit que le crit�ere est discriminant.

Nous appliquerons ces r�esultats �a la d�etection de code au chapitre 4, la
fonction B sera li�ee �a la g�en�eration de mots h tels hXt soit de poids faible.
Les principes de la d�etection optimale sous contrainte de temps permettront de
dimensionner correctement les param�etres des algorithmes de d�etection.
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2.2 Probl�emes de reconnaissance

Les probl�emes de reconnaissance ressemblent un peu aux probl�emes de d�e-
tection mais ne peuvent toutefois se formaliser ni se traiter de la même mani�ere.
Il faut souvent les aborder sous l'angle d'une ((reconstruction)), o�u un candidat
se rapproche pas �a pas de l'objet �a reconnâ�tre.

Le ph�enom�ene consid�er�e n'est plus A : ; ! Y mais A : S ! Y o�u S est
l'ensemble des (( sources )) possibles du ph�enom�ene. Il ne s'agit plus de distinguer
A de l'�ev�enement fortuit mais de reconnâ�tre, sur observation de y 2 Y , la source
s 2 S la plus vraisemblable, c.a.d. celle qui maximise Pr(s) Pr(yjs).

Par hypoth�ese, on est assur�e que A a eu lieu et le concept de fausse alarme
n'a pas lieu d'être. Le danger �a �eviter est cette fois la mauvaise reconnaissance.

Contrairement aux probl�emes de d�etection qui ont beaucoup de points com-
muns entre eux, les di��erents probl�emes de reconnaissance se traitent sp�eci�que-
ment et l'on n'a pas beaucoup de g�en�eralit�es �a dire sur ce sujet. Nous parlons
ci-dessous des probl�emes de reconnaissance sp�eci�ques qui nous int�eressent.

2.2.1 Reconnaissance optimale

Pour une sortie y 2 Y donn�ee, la source s 2 S la plus vraisemblable est
celle qui maximise la quantit�e Pr(s) Pr(yjs). Nous allons au prochain chapitre
appliquer la reconnaissance optimale �a la reconnaissance de longueur et de syn-
chronisation dans le cas d'un type de codage fort simple.

Il s'agira de trouver la longueur n et la synchronisation s qui maximise la
quantit�e Pr(n; s) Pr(yjn; s) que nous saurons calculer et il sera possible d'essayer
toutes les hypoth�eses de longueur et de synchronisation.

2.2.2 Reconnaissance sous contrainte de temps

Si le type de codage est inconnu et s'il s'agit de trouver la longueur n et la
synchronisation s qui maximise la quantit�e Pr(n; s) Pr(yjn; s), il sera possible
d'essayer toutes les hypoth�eses de longueur et de synchronisation, mais nous
verrons qu'il n'est en g�en�eral pas envisageable de calculer, pour n et s don-
n�es, la valeur exacte de Pr(yjn; s). Il s'agira donc de construire une fonction
f (pas n�ecessairement d�eterministe), que nous appellerons ((estimation de vrai-
semblance)), qui doit être (( aussi monotone que possible )) en Pr(n; s) Pr(yjn; s)
a�n de s�electionner l'hypoth�ese la plus vraisemblable.

Pour la reconnaissance de code, on consid�erera que la longueur et la synchro-
nisation sont connues et il s'agit de trouver le code C qui maximise Pr(C) Pr(yjC).
La di�cult�e cette fois est double: d'une part S, l'ensemble de tous les codes en-
visageables est en g�en�eral trop grand (exponentiel en n2) pour être parcouru
exhaustivement, et d'autre part, pour un code C donn�e, la probabilit�e Pr(yjC)
est trop complexe �a calculer exactement.

Il faudra donc cette fois construire un g�en�erateur d'hypoth�eses (du type (( tel
code a �et�e utilis�e ))) ayant de fortes chances de g�en�erer la bonne hypoth�ese, en
plus d'une fonction f de type ((estimation de vraisemblance)).
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Conclusion

Nous savons maintenant ce que les algorithmes de d�etection doivent calculer.
Nous allons en mesurer l'utilit�e dans les deux prochains chapitres.

Nous verrons dans le prochain chapitre que la d�etection et la reconnaissance
optimale vont nous permettre de r�esoudre le probl�eme de mani�ere optimale si
on en simpli�e l'�enonc�e.

Dans le suivant, l'�enonc�e g�en�eral et la contrainte de temps rendront impos-
sible cette optimalit�e. Nous verrons alors qu'il faudra se �er �a la sortie de sous-
routines pertinemment choisies. La notion de discriminance sera alors fonda-
mentale et nous aidera �a faire ce choix. Et les principes de la d�etection optimale
sous contrainte de temps nous permettront d'exploiter au mieux les r�eponses de
ces sous-routines.

Les diverses consid�erations que nous avons faites seront indispensables pour
dimensionner correctement les param�etres des di��erents algorithmes que nous
allons d�e�nir.
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Chapitre 3

Exemple de d�etection
optimale: Code de parit�e
[n,n-1]

La raison nous trompe plus souvent que la nature.
Marquis de Vauvenargues (R�e
exions et maximes)

Il est curieux de constater - et la relativit�e n'est
pas la seule �a nous le montrer - qu'�a mesure que le
raisonnement progresse, il pr�etend de moins en moins
être �a même de prouver.

Bertrand Russel (ABC de la relativit�e)

La foi du savant ne ressemble pas �a celle que les
orthodoxes puisent dans le besoin de certitude. Il ne
faut pas croire que l'amour de la v�erit�e se confonde
avec celui de la certitude... Henri Poincar�e

Introduction

Dans ce chapitre, nous �etudions un algorithme de d�etection li�e �a l'hypoth�ese
que la transmission a �et�e support�ee par un code de parit�e [n; n� 1] (on rajoute
un bit de parit�e �a chaque (n� 1)�uplets de bits d'information).

Nous supposerons tout d'abord que la longueur n de l'hypoth�etique codage
est connue, ainsi que la synchronisation, c.a.d. que l'on sait d�ecouper le train
binaire en mots qui, si l'hypoth�ese est juste, sont des mots de code

Dans la section 3.3, p. 128, (( Reconaissance de longueur et de synchronisa-
tion )), nous abandonnons cette hypoth�ese et �etudions le nouveau probl�eme de
d�etection qui se pose.
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Les solutions qui sont propos�ees sont optimales dans les deux cas, si tant
est que l'on puisse parler d'optimalit�e lorsqu'est requise une connaissance par-
faite des diverses probabilit�es r�egissant les sources possibles du train binaire
et que cette connaissance ne peut qu'être approximative (sans quoi d'ailleurs
le probl�eme de d�etection n'aurait pas lieu d'être). Par ailleurs, les hypoth�eses
de travail que nous choisirons seront aussi g�en�erales que possible et des solu-
tions meilleures pourraient se pr�esenter s'il s'agissait de traiter une plus grande
sp�eci�cit�e.

3.1 Cas dur

3.1.1 Principe de l'algorithme de d�etection

Les mots de code �emis sont caract�eris�es par le fait que leur poids de Ham-
ming est pair. Il est vrai que cette parit�e peut être modi��ee par les erreurs de
transmission, mais il n'y a pas d'autre m�ethode de d�etection que de mesurer la
proportion de mots de poids pair ou impair parmi les mots de l'espace ambiant
que constituent les tron�cons de longueur n du train binaire intercept�e.

L'algorithme d�ecidera que l'hypoth�ese est juste si la proportion de poids
impair est inf�erieure �a un seuil donn�e, fonction des probabilit�es de d�etection et
de fausse alarme requises.

3.1.2 Variables al�eatoires

L'hypoth�ese �a v�eri�er, que nous noterons H, est que les mots transmis sont
tous de poids pair. Nous supposerons que si l'hypoth�ese est fausse, les mots
transmis sont absolument quelconques.

Nous consid�erons les trois variables al�eatoires suivantes:

{ Le mot de code transmis, �el�ement (si H est vraie) de l'ensemble C des
mots binaires de longueur n et de poids pair, est une variable al�eatoire 
.
Par hypoth�ese, la distribution est homog�ene, c.a.d. que tous les �el�ement
de C ont la même probabilit�e d'être transmis:

8c 2 C Pr(
 = cjH) = 21�n

{ L'erreur de transmission, mot binaire de longueur n, est une variable al�ea-
toire �, dont la distribution de probabilit�e d�epend du canal. Nous consi-
d�erons un canal binaire sym�etrique, sans m�emoire, et de probabilit�e de
transition � , nous avons donc:

8e 2 Fn2 Pr(� = e) = �wt(e)(1� �)n�wt(e)

{ Le mot (( re�cu )), somme du mot de code transmis et de l'erreur de trans-
mission, est une variable al�eatoire �. Nous noterons �N le produit com-
binatoire de N variables al�eatoires �, repr�esent�e par une N � n�matrice
binaire. Sa distribution de probabilit�e est d�e�nie par celle de 
 et �.
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L'observation dont disposera l'algorithme de d�etection pour prendre sa d�eci-
sion sera une r�ealisation X de la variable al�eatoire �N . On a vu dans le chapitre
pr�ec�edent traitant des g�en�eralit�es sur les algorithmes de d�etection que le crit�ere

de d�etection doit consister �a comparer Pr(�N=XjH)
Pr(�N=X) �a un seuil S.

Nous allons voir dans la prochaine section que ceci revient pr�ecis�ement �a
comparer la proportion de mots de poids impair parmi les mots re�cus �a une
proportion seuil.

3.1.3 Calcul des probabilit�es

Nous noterons �1 le mot de l'espace ambiant compos�e uniquement de 1 (c.a.d.
le mot non nul du dual du code de parit�e), Xt la transpos�ee d'une matrice X
et hx; yi(= xyt) le produit scalaire de deux vecteurs x et y.

Nous faisons r�ef�erence ci-dessous au lemme 3, p. 99, et nous reprenons la
notation z = 1� 2� .

Proposition 14 Si H est vraie, la probabilit�e pour que le poids de Hamming
d'un mot re�cu soit pair vaut:

Pr(h�; �1i = 0jH) = 1 + zn

2

En l'absence d'hypoth�ese en revanche, on a:

Pr(h�; �1i = 0) =
1

2

D�emonstration: La deuxi�eme partie de la proposition est triviale. La premi�ere
partie se d�emontre de la mani�ere suivante:

Si H est vrai, le poids du mot transmis est pair. Le poids du mot re�cu
sera donc pair si et seulement si l'erreur de transmission est elle-même de
poids pair, ce qui arrive avec une probabilit�e:

bn=2cX
i=0

�
n

2i

�
�2i(1� �)n�2i

La proposition se d�eduit donc du lemme 3, p. 99. �

Proposition 15

8x 2 Fn2
Pr(� = xjH)

Pr(� = x)
= 1 + (�1)hx;�1izn

D�emonstration: En l'absence d'hypoth�ese, les 2n mots de l'espace ambiant
sont equiprobables. On a donc Pr(� = x) = 2�n. Sous l'hypoth�ese H en
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revanche, on a:

Pr(� = xjH) =
X
c2C

Pr(
 = c) Pr(� = x+ c)

= 21�n
X
c2C

Pr(� = x+ c)

=

(
21�n 1+zn

2 si hx; �1i = 0,

21�n 1�zn
2 si hx; �1i = 1.

(3.1)

�

Corollaire 4

8X 2 FN�n2

Pr(�N = X jH)
Pr(�N = X)

= (1 + zn)
N

�
1� zn

1 + zn

�wt(�1:Xt)

D�emonstration: On suppose bien-sûr que les mots successivement transmis
sont statistiquement ind�ependants et l'on a alors en appelant X1 : : :XN

les lignes de la matrice X :

Pr(�N = X jH)
Pr(�N = X)

=

NY
i=1

Pr(� = XijH)

Pr(� = Xi)

On d�eduit le corollaire du fait que wt(�1:Xt) repr�esente le nombre de mots
de poids impair parmi les lignes de la matrice X . �

On a vu dans le chapitre traitant des g�en�eralit�es sur les algorithmes de

d�etection que le crit�ere de d�etection devait consister �a comparer Pr(�N=XjH)
Pr(�N=X) �a

un seuil S. Or on a bien-sûr, compte tenu de la derni�ere proposition, quels que
soient S et X :

Pr(�N = X jH)
Pr(�N = X)

� S , wt(�1:Xt) � N log(1 + zn)� logS

log(1 + zn)� log(1� zn)

L'algorithme comparera donc, ainsi que l'on s'en doutait, la proportion de
mots de poids impair parmi les mots re�cus �a une proportion seuil � pr�ealable-
ment calcul�e et d�ecidera que H est vraie en cas d'inf�eriorit�e.

Remarquons que ce seuil vaut � = 1

1� log(1�zn)
log(1+zn)

� S
N

log(1+zn)�log(1�zn) . Or

� log(1�zn)
log(1+zn) > 1, et donc � < 1

2 . Par ailleurs, quel que soit le seuil S choisi,

� tend vers 1

1� log(1�zn)
log(1+zn)

pour N tendant vers l'in�ni.

Pour minorer cette limite, il nous faut minorer log(1� x). Enonceons donc
ce petit th�eor�eme. La base du logarithme est la base naturelle.

Th�eor�eme 11

8x 2]0; 1[ 8i � 2 log(1� x) > �
i�1X
j=1

xj

j
� xi

i(1� x)
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D�emonstration: Il est equivalent de d�emontrer que (1�x) log(1�x) > �(1�
x)
Pi�1

j=1
xj

j � xi

i . Soit f(x) et g(x) les membres de gauche et de droite

respectivement de cette in�equation. On a f(0) = g(0) = 0. D�erivons f et
g:

f 0(x) = � log(1� x) � 1

g0(x) =
i�1X
j=1

xj

j
� (1� x)

i�1X
j=1

xj�1 � xi�1 =
i�1X
j=1

xj

j
� 1

Or, pour x 2]0; 1[, il est bien connu que log(1 � x) < �Pi�1
j=1

xj

j , on a

donc f 0(x) > g0(x), donc f(x) > g(x). �

Corollaire 5 En majorant log(1 + zn) par zn, et en utilisant le th�eor�eme pour
i = 2, on trouve que:

1

1� log(1�zn)
log(1+zn)

>
1� zn

2� 3
2z

n
>

1� zn

2

Le crit�ere de d�etection �etant d�e�ni, on en d�eduit les probabilit�es de d�etection
et de fausse alarme:

Pdet(�;N) = Pr(wt(�1:�tN ) � �N jH)

Pfa(�;N) = Pr(wt(�1:�tN ) � �N)

L'esp�erance de h�1; �i est 1
2 en g�en�eral, et 1�zn

2 si H est vraie. Les lignes �
de �N �etant identiques et ind�ependantes, la loi faible des grands nombres nous
indiquent que si 1�zn

2 < � < 1
2 alors:

lim
N!1

Pfa(�;N) = 0 lim
N!1

Pdet(�;N) = 1

Ceci implique que, si l'on suppose que l'on n'est pas limit�e en temps de calcul
ni en nombre de mots re�cus (ce qui n'est bien sûr pas le cas mais la remarque est
int�eressante), on pourra faire tendre simultan�ement la probablit�e de d�etection
vers 1 et la probabilit�e de fausse alarme vers 0.

La proposition suivante et son corollaire o�rent davantage de pr�ecision:

Proposition 16

Pdet(�;N) = 2�N
�NX
i=0

�
N

i

�
(1� zn)

i
(1 + zn)

N�i

Pfa(�;N) = 2�N
�NX
i=0

�
N

i

�
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Corollaire 6 Si � = 1�zn
2 et si � < � < 1

2 , alors il existe K1 < 1 et K2 < 1
tels que, pour tout N :

Pfa(�;N) � KN
1

Pdet(�;N) � 1� �(1� �)

�� �
KN

2

D�emonstration: On a:

Pfa(�;N) = 2�N
�NX
i=0

�
N

i

�

On en d�eduit ([MS77] p.310):

Pfa(�;N) �
�
2H2(�)�1

�N
o�u H2 est la fonction entropie:

H2(x) = �x log2(x)� (1� x) log2(1� x)

� < 1=2 donc H2(�) < 1 et 2H2(�)�1 < 1. On peut donc prendre K1 =
2H2(�)�1 pour obtenir la premi�ere partie du corollaire.

Par ailleurs:

Pdet(�;N) =

�NX
i=0

�
N

i

�
�i(1� �)N�i

et ainsi que l'on peut le v�eri�er dans [Gal68] (p. 530)

�NX
i=0

�
N

i

�
�i(1� �)N�i � 1� �(1� �)

�� �

�
N

�N

�
��N (1� �)(1��)N

Mais
�
N
�N

� � 2NH2(�) = (��(1� �)1��)�N , donc

�
N

�N

�
��N (1� �)(1��)N �

 �
�

�

���
1� �

1� �

�1��!N

Soit K2 = (�� )
�( 1��1�� )

1��, on a ln(K2) = � ln(�� ) + (1� �) ln( 1��1�� ).

Mais (x 6= 1) ln(x) < x� 1) et � 6= �, on a donc:

ln(K2) < �

�
�

�
� 1

�
+ (1� �)

�
1� �

1� �
� 1

�
= 0

Donc K2 < 1, et l'on obtient ainsi la deuxi�eme partie du corollaire. �

Quoi qu'il en soit, si Pmax
fa est la probabilit�e de fausse alarme maximale

que l'on s'autorise, et �etant donn�e N , on choisira le plus grand � tel que
Pfa(�;N) � Pmax

fa . On pourra alors juger de la grandeur de Pdet(�;N) mais on
sera impuissant �a l'augmenter.
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3.2 Cas souple

On pourra relire la section 3.1 pour se rem�emorer les notations et leur signi-
�cation.

3.2.1 Variables al�eatoires

Nous consid�ererons les variables al�eatoires suivantes:

{ le bit transmis, �el�ement de F2, sera repr�esent�e par une variable al�eatoire
�. Il vaut 0 ou 1 avec une probabilit�e 1=2.

{ Le mot transmis, �el�ement (siH est vraie) de l'ensemble C des mots binaires
de longueur n et de poids pair, est une variable al�eatoire 
. Par hypoth�ese,
la distribution est homog�ene, c.a.d. que tous les �el�ement de C ont la même
probabilit�e d'être transmis:

8c 2 C Pr(
 = cjH) = 21�n

{ Le bruit, nombre r�eel, que l'on a d�ej�a mentionn�e, est une variable al�eatoire
continue � dont la densit�e de probabilit�e d�epend du canal. Pour le canal
sans m�emoire, �a bruit blanc, gaussien et additif de densit�e monolat�erale
N0=2, nous avons:

8e 2 R �(� = e) =
1p
�N0

exp

 
� E

2

N0

!

{ L'erreur de transmission, n�uplet de nombres r�eels, est le produit com-
binatoire de n variables al�eatoires � repr�esent�e par la variable al�eatoire �.
Sa densit�e de probabilit�e est:

8d 2 Rn �(� = d) = (�N0)�n=2e�
Pn
i=1 d

2
i

N0

{ Le signal (( re�cu )), nombre r�eel, somme du signal transmis (�E) et du
bruit, est une variable al�eatoire �. Sa densit�e de probabilit�e est d�e�nie par
celles de � et �. C'est le r�eel qui est mesur�e par le d�emodulateur.

{ Le mot (( re�cu )), n�uplet de nombres r�eels, somme du mot transmis modul�e
et de l'erreur de transmission, est une variable al�eatoire �. Nous noterons
�N le produit combinatoire de N variables al�eatoires �, repr�esent�e par
une N � n�matrice r�eelle. Sa densit�e de probabilit�e est d�e�nie par celle
de 
 et �.

L'observation dont disposera l'algorithme de d�etection pour prendre sa d�eci-
sion sera une r�ealisation L de la variable al�eatoire �N . On a vu dans le chapitre
pr�ec�edent traitant des g�en�eralit�es sur les algorithmes de d�etection que le crit�ere

de d�etection doit consister �a comparer Pr(�N=LjH)
Pr(�N=L) �a un seuil S.
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3.2.2 Calcul des probabilit�es

Pour b 2 F2 et a 2 R, nous noterons Pr(� = bj� = a) la probabilit�e pour
que le bit envoy�e vaille b si le r�eel a est mesur�e. Ainsi nous avons (les bits 0 ou
1 �etant a priori �equiprobable):

Pr(� = 0j� = a) =
e
�(a�E)2

N0

e�
(a�E)2
N0 + e�

(a+E)2

N0

=
1

1 + e
�4aE
N0

=
e
2aE
N0

2 cosh( 2aEN0 )

Pr(� = 1j� = a) =
e
�(a+E)2

N0

e�
(a�E)2
N0 + e�

(a+E)2

N0

=
1

1 + e
4aE
N0

=
e
�2aE
N0

2 cosh( 2aEN0 )

Pour all�eger les notations, nous d�e�nissons la quantit�e A = N0
2E . Ainsi, nous

avons:

Pr(� = 0j� = a) =
ea=A

2 cosh(a=A)
Pr(� = 1j� = a) =

e�a=A

2 cosh(a=A)

Proposition 17 Pour tout n�uplets (a1 : : : an) de nombres r�eels, on a:

�(� = a1 : : : an) =
exp

�
�
Pn

i=1 a
2
i+nE

2

N0

�
(�N0)n=2

nY
i=1

cosh
�ai
A

�

�(� = a1 : : : anjH) =
exp

�
�
Pn

i=1 a
2
i+nE

2

N0

�
(�N0)n=2

 
nY
i=1

cosh
�ai
A

�
+

nY
i=1

sinh
�ai
A

�!

D�emonstration: Pour b 2 F2 et a 2 R, la densit�e de probabilit�e de me-

surer a si b est �emis vaut �(� = aj� = b) = 1p
�N0

e�
(a�(�1)b E)2

N0 =

exp
�
� a2+E2

N0

�
p
�N0

e(�1)
ba=A.

Dans le premier cas, les ai sont ind�ependants, donc �(� = a1 : : : an) =Qn
i=1 �(� = ai).

Mais �(� = a) = 1
2 (�(aj0) + �(aj1)) =

exp
�
�a2+E2

N0

�
p
�N0

cosh
�
a
A

�
, d'o�u la

premi�ere formule.

Dans le second cas, en revanche, on a:

�(� = a1 : : : anjH) =
X
c2C

Pr(
 = cjH)�(� = a1 : : : anj
 = c)

= 21�n
X
c2C

nY
i=1

�(� = aij� = ci)

=
exp

�
�
Pn

i=1 a
2
i+nE

2

N0

�
2n�1(�N0)n=2

X
c2C

exp

 
nX
i=1

(�1)ciai=A
!
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Or
Qn

i=1

�
e
ai
A + e�

ai
A

�
=
P

b2Fn2 exp
�Pn

i=1(�1)biai=A
�
,

et
Qn

i=1

�
e
ai
A � e�

ai
A

�
=
P

b2Fn2 (�1)
wt(b) exp

�Pn
i=1(�1)biai=A

�
.

Donc, C �etant compos�e des mots de poids pair, on a:

X
c2C

exp

 
nX
i=1

(�1)ciai=A
!
=

Qn
i=1

�
e
ai
A + e�

ai
A

�
+
Qn

i=1

�
e
ai
A � e�

ai
A

�
2

et

P
c2C exp (

Pn
i=1(�1)ciai=A)

2n�1
=

nY
i=1

cosh
�ai
A

�
+

nY
i=1

sinh
�ai
A

�

On en d�eduit la seconde formule. �

Corollaire 7

8(a1 : : : an) 2 Rn �(� = a1 : : : anjH)

�(� = a1 : : : an)
= 1 +

nY
i=1

tanh
�ai
A

�

Corollaire 8 Pour toute N�n-matrice r�eelle L dont les coe�cients sont not�es
ai;j (1 � i � N; 1 � j � n) on a:

�(�N = LjH)
�(�N = L)

=

NY
i=1

0
@1 + nY

j=1

tanh
�ai;j
A

�1A
L'algorithme de d�etection re�coit en entr�ee une matrice L = (ai;j) comme

d�e�nie ci-dessus. Notre crit�ere de d�etection, param�etrable par un r�eel S, est donc

d�e�ni par: R�eponse a�rmative si et seulement si
QN

i=1

�
1 +

Qn
j=1 tanh

�ai;j
A

��
>

S.
Les probabilit�es de fausse alarme et de d�etection valent alors:

Pfa(S) = Pr

0
@ NY
i=1

0
@1 + nY

j=1

tanh
�ai;j
A

�1A > S

1
A

Pdet(S) = Pr

0
@ NY
i=1

0
@1 + nY

j=1

tanh
�ai;j
A

�1A > SjH
1
A

Le probl�eme est que ces probabilit�es sont di�ciles �a calculer ou �a approximer
d�es que N d�epasse quelques unit�es (il s'agit d'int�egrales non simpl�ables sur une
r�egion de RN), et il faudra g�en�eralement choisir S de mani�ere semi-empirique.

Consid�erons cependant la fonction F 0(L) =
PN

i=1 log
�
1 +

Qn
j=1 tanh

�ai;j
A

��
,

c.a.d. le logarithme du crit�ere. Et soient E0 l'esp�erance et V 0 la variance de F 0 si
H est vraie. E0=N et V 0=N sont clairement ind�ependants de N et ne d�ependent
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que de la longueur n et du rapport signal �a bruit E2 =N0. On pourra donc cal-
culer des abaques pour E0=N et V 0=N , de mani�ere �a avoir directement acc�es
(par interpolation et multiplication par N) �a E0 et V 0. Pour tout seuil S > eE

0
,

on pourra alors faire les majorations suivantes, issues d'in�egalit�es de Chebyshev
(cf. par exemple [Gal68], p 126):

Pdet(S) � min

�
E0

log(S)
;

V 0

(log(S)�E0)2

�

Pfa(S) � Pdet(S)

S

Si Pmax
fa est la probabilit�e de fausse alarme maximale que l'on s'autorise, on

pourra alors choisir le seuil S tel que
min

�
E0

log(S)
; V 0
(log(S)�E0)2

�
S = Pmax

fa .

3.3 Reconaissance de longueur et de synchroni-
sation

Les deux sections pr�ec�edentes supposent que l'on connaisse la longueur de
l'hypoth�etique code de parit�e ainsi que la synchronisation (le d�ebut et la �n de
chaque hypoth�etique mot de code).

Tel peut être le cas si par exemple une mise en trame est d�etect�ee auparavant
sur le train binaire. La d�etection de mise en trame n'est pas abord�ee dans
cette th�ese mais il faut savoir que la plupart des protocoles de transmission
comprennent de nombreuses sophistications quant au format des trains binaires
devant transiter dans le canal, dont une utilit�e (parmi d'autres) est de permettre
de r�ecup�erer la synchronisation (le train binaire contient même assez souvent
en pr�e�xe des informations sur sa nature et sur son encodage).

Nous supposerons maintenant qu'il n'en est plus ainsi mais que plusieurs hy-
poth�eses di��erentes sont �emises. Si l'on est sûr d'avoir le train binaire en entier,
les longueurs de code possibles sont les diviseurs de la longueur du train binaire;
et pour chaque longueur, on aura une unique hypoth�ese de synchronisation.

Si en revanche on ne dispose que d'une partie (connexe) du train, toutes les
longueurs sont th�eoriquement possibles. Si l'on a une extr�emit�e de ce train (qu'il
s'agisse du premier ou du dernier bit), une seule hypoth�ese de synchronisation
par longueur su�t. Dans le cas contraire, pour chaque longueur n, n hypoth�eses
de synchronisation sont n�ecessaires.

Selon les cas, on aura donc un certain nombre l d'hypoth�eses H1 : : :Hl de
longueur et de synchronisation, chacune pouvant être pond�er�ee par une proba-
bilit�e a priori que nous noterons Pr(Hi jH) et que nous prendrons homog�ene
(�egale �a 1=l) par d�efaut. L'hypoth�ese H consiste �a dire que l'une de ces hy-
poth�eses est vraie. Si l'algorithme d�ecide que H est vraie, il lui faudra ensuite
chercher laquelle de ces hypoth�eses est la plus probable. Il aura alors e�ectu�e ce
que l'on a appel�e la reconnaissance de longueur et de synchronisation.
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3.3.1 Cas dur

Appelons X le train binaire e�ectivement intercept�e (il ne s'agit plus d'une
matrice mais d'un vecteur) et � la variable al�eatoire correspondante. Et pour
chaque hypoth�ese Hi, appelons ni la longueur de code correspondante, Ni le
nombre de mots de code correspondant, Xi la ni � Ni-matrice extraite de X
comme pr�econis�e par l'hypoth�ese Hi et �i la variable al�eatoire correspondante.
On a alors, pour tout X :

Pr(� = X jH) =
lX

i=1

Pr(Hi jH) Pr(� = X jHi)

Pr(� = X jH)
Pr(� = X)

=

lX
i=1

Pr(Hi jH)Pr(� = X jHi)

Pr(� = X)

Lorsque l'on extrait une matrice Xi de X , un certain nombre de bits sont
laiss�es �a part parce que n'entrant dans ancun mot de code entier. Nous suppo-
serons que ces bits sont ind�ependants et de probabilit�e 1=2 et l'on a dans ce cas
pour tout i:

Pr(� = X jHi)

Pr(� = X)
=

Pr(�i = XijHi)

Pr(�i = Xi)

Et l'on sait (Corollaire 4) que Pr(�i=XijHi)
Pr(�i=Xi)

= (1 + zni)
Ni

�
1�zni
1+zni

�wt(�1:Xt
i ) 1.

Ce qui donne �nalement:

Pr(� = X jH)
Pr(� = X)

=

lX
i=1

Pr(Hi jH) (1 + zni)
Ni

�
1� zni

1 + zni

�wt(�1:Xt
i )

Et l'algorithme d�ecidera que H est vraie si cette derni�ere expression est
sup�erieure �a un seuil S param�etrable.

Pour trouver ensuite (en cas de d�ecision positive) laquelle des hypoth�eses
Hi est la plus probable, il su�t bien-sûr de d�eterminer lequel des termes de la
somme apporte la plus forte contribution.

Qu'en est-il maintenant des probabilit�es de fausse alarme et de d�etection? Si


(S) =
n
(!1 : : : !l) 2 �li=1f0:::Nig=

Pl
i=1 Pr(Hi jH) (1 + zni)

Ni

�
1�zni
1+zni

�!i
> S

o
,

on a alors:

Pfa(S) =
X

(!1:::!l)2
(S)
Pr(8i 2 f1 : : : lg wt(�1:Xt

i ) = !i)

Pdet(S) =
X

(!1:::!l)2
(S)
Pr(8i 2 f1 : : : lg wt(�1:Xt

i ) = !ijH)

1. Le vecteur �1 est de longueur variable, et donc la notation incoh�erente. J'ai pr�ef�er�e cet
abus de notation ponctuel et gu�ere probl�ematique �a une notation rigoureuse mais surcharg�ee.
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Il est possible d'approximer ces probabilit�es grâce �a des hypoth�eses plus ou
moins abusives d'ind�ependance statistique entre les �el�ements constitutifs des
�ev�enements �a d�enombrer. Je propose par exemple l'approximation ci-dessous:

Pfa(S) �
X

(!1:::!l)2
(S)

lY
i=1

Pr(wt(�1:Xt
i ) = !i)

�
X

(!1:::!l)2
(S)

lY
i=1

�
Ni

!i

�
=2Ni

Pdet(S) �
lX

j=1

Pr(Hj jH)
X

(!1:::!l)2
(S)
Pr(wt(�1:Xt

j) = !j jHj)
Y

1�i�l;i6=j
Pr(wt(�1:Xt

i ) = !i)

�
lX

j=1

Pr(Hj jH)
X

(!1:::!l)2
(S)
(1� znj )

!j (1 + znj )
Nj�!j

lY
i=1

�
Ni

!i

�
=2Ni

Mais l'ensemble 
(S) est de taille exponentielle par rapport �a l, le nombre
d'hypoth�eses, et les sommations seront donc di�cilement r�ealisables. Il sera
possible d'encadrer les quantit�es ci-dessus par d'autres quantit�es obtenues en
ajoutant ou en enlevant certains termes de la somme de mani�ere �a obtenir des
sommes factorisables, et en corrigeant �eventuellement les r�esultats obtenus (la
mani�ere dont on s'y prendra d�ependra �evidemment du nombre l et de l'e�ort
que l'on est prêt �a consacrer au calcul du seuil S), mais observons d�ej�a ce qui
suit:

Soit F 0(X) = log2

�Pl
i=1 Pr(Hi jH) (1 + zni)

Ni

�
1�zni
1+zni

�!i�
, le logarithme

en base 2 du crit�ere. Pour tout i, on a:

F 0(X) � log2(Pr(Hi jH)) +Ni log2 (1 + zni) + !i log2

�
1� zni

1 + zni

�
On en d�eduit que quel que soit i

E0
i

def
= Esp(F 0(�)jHi)

� log2(Pr(Hi jH)) +Ni log2 (1 + zni) + Esp(!ijHi) log2

�
1� zni

1 + zni

�

= log2(Pr(Hi jH)) +Ni log2 (1 + zni) +Ni
1� zni

2
log2

�
1� zni

1 + zni

�

= log2(Pr(Hi jH)) +Ni

�
1�H2

�
1� zni

2

��
Ces formules sont int�eressantes car, si S est le seuil choisi, la d�etection de

l'hypoth�ese Hi n'est r�ealiste que si E0
i > log2(S), ce dont on peut facilement

se rendre compte. On peut alors consid�erer l'ensemble fHi; i 2 f1:::lg=E0
i >

log2(S)g des hypoth�eses que l'on sera en mesure de d�etecter, et se dispenser des
calculs relatifs aux autres hypoth�eses. Ce faisant on diminue la probabilit�e de
fausse alarme, et l'on r�e�evaluera �eventuellement �a la baisse le seuil S optimal.
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3.3.2 Cas souple

On appelle L = (a1 : : : am) le train de nombres r�eels intercept�e. Et pour
chaque hypoth�ese Hi, appelons ni la longueur de code, si < ni le d�ecalage
(nombre de bits �a supprimer en d�ebut de train pour se synchroniser selon l'hy-
poth�ese), Ni le nombre de mots de code correspondant, Li la ni �Ni-matrice
extraite de L en fonction de ces valeurs et �i la variable al�eatoire correspon-
dante.

De même que pr�ec�edemment, on montre ais�ement que:

�(� = LjH)
�(� = L)

=

lX
i=1

Pr(Hi jH)
�(�i = LijHi)

�(�i = Li)

Et en invoquant le corollaire 8, on obtient:

�(�N = LjH)
�(� = L)

=

lX
i=1

Pr(Hi jH)

NiY
j=1

 
1 +

niY
k=1

tanh
�asi+ni(j�1)+k

A

�!

Et l'algorithme d�ecidera que H est vraie si cette derni�ere expression est
sup�erieure �a un seuil S param�etrable.

Pour trouver ensuite (en cas de d�ecision positive) laquelle des hypoth�eses
Hi est la plus probable, il su�t bien-sûr de d�eterminer lequel des termes de la
somme apporte la plus forte contribution.

Quant �a la mâ�trise des probabilit�es de fausse alarme et de d�etection en
fonction de S, elle semble di�cile et la m�ethode semi-empirique me parâ�t cette
fois encore la mieux indiqu�ee. On peut toutefois faire les observations suivantes:

Soit F 0(L) = log2

�Pl
i=1 Pr(Hi jH)

QNi

j=1

�
1 +

Qni
k=1 tanh

�asi+ni(j�1)+k
A

���
,

le logarithme en base 2 du crit�ere. Pour tout i, on a:

F 0(L) � log2(Pr(Hi jH)) +
NiX
j=1

log

 
1 +

niY
k=1

tanh
�asi+ni(j�1)+k

A

�!

On en d�eduit que quel que soit i

E0
i

def
= Esp(F 0(�)jHi)

� log2(Pr(Hi jH)) +Ni Esp

 
log

 
1 +

niY
k=1

tanh
��k
A

�!
jHi

!

L'esp�erance de log
�
1 +

Qni
k=1 tanh

�
�k
A

��
sachant Hi ne d�epend que du rap-

port signal �a bruit E2 =N0 et de la longueur ni. On pourra donc calculer des
abaques dont on pourra d�eduire E0

i par interpolation.
Si S est le seuil choisi, la d�etection de l'hypoth�ese Hi n'est r�ealiste que

si E0
i > log2(S). On pourra alors consid�erer l'ensemble fHi; i 2 f1:::lg=E0

i >
log2(S)g des hypoth�eses que l'on sera en mesure de d�etecter, et se dispenser des
calculs relatifs aux autres hypoth�eses. Ce faisant on diminue la probabilit�e de
fausse alarme, et l'on r�e�evaluera �eventuellement �a la baisse le seuil S optimal.
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Conclusion

Nous avons pu juger de l'utilit�e des di��erentes consid�erations du chapitre
pr�ec�edent.

Faire de la d�etection et de la reconnaissance optimale en utilisant ou non
l'information souple, dans le cas d'un code de parit�e est �a port�ee de calcul, il n'y
a donc aucune raison de s'en priver et nous pouvons consid�erer que ce probl�eme
est parfaitement r�esolu...

On peut, par cette �etude, se rendre compte de la longueur maximale nmax(�),
au del�a de laquelle, pour un taux d'erreur binaire � donn�e, la d�etection ne sera
pas possible.

Nous nous sommes servis de la relation de parit�e que doivent v�eri�er les mots
de code. Dans le cas g�en�eral, les hypoth�etique mots de code doivent �egalement
v�eri�er des relations de parit�e qui sont de poids sup�erieur �a la distance dual.
On peut, connaissant la longueur n et la dimension k de l'hypoth�etique code,
approximer celle-ci par nH�1

2 (R). Lorsque cette quantit�e est plus grande que la

longueur nmax d�e�nie ci-dessus, donc lorsque n > nmax(�)

H�1
2 (R)

, il ne sera donc pas

possible de d�etecter le code.
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Chapitre 4

Cas g�en�eral: d�etection
optimale et reconnaissance
sous contrainte de temps

La v�erit�e scienti�que n'arrive d'ordinaire au
grand nombre que lorsque elle a cess�e d'être vraie.

Jean Rostand (Pens�ees d'un biologiste)

Mon ami, la v�erit�e vraie est toujours invraisem-
blable, le savez-vous? Pour rendre la v�erit�e plus vrai-
semblable, il faut absolument y mêler du mensonge.

F�edor Mikha��l Dostoievski (Les D�emons)

[...] je ne puis croire qu'�a de l'invraisemblable. Car
le vraisemblable ne serait, selon toute vraisemblance,
qu'un produit humain.

Jean Guitton (Mon testament philosophique)

C'est entre ce qui est le plus semblable que l'ap-
parence fait les plus beaux mensonges ; car c'est par-
dessus le plus petit ab̂�me qu'il est le plus di�cile de
tendre un pont.

Friedrich Nietsche (Ainsi parlait Zarathoustra)

Introduction

Dans le chapitre pr�ec�edent, la d�etection �etait bas�ee sur l'analyse d'une re-
lation de parit�e unique et connue, le mot dual correspondant �etait �1: le mot
compos�e uniquement de 1.
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Cette fois, le code �a d�etecter est inconnu. Si le train binaire est e�ectivement
issu d'un codeur lin�eaire binaire et si le d�etecteur a fait la bonne hypoth�ese
quant �a la synchronisation et la longueur, il faudra non seulement e�ectuer le
même type d'analyse que pr�ec�edemment sur les relations de parit�e v�eri��ees par
les mots de code, mais aussi et surtout d�ebusquer ces relations de parit�e que
l'on ne connâ�t pas d'avance.

La probabilit�e de d�etection sera donc d'autant plus �elev�ee que ces relations
de parit�e sont nombreuses, c'est �a dire que la dimension du code est faible. La
reconnaissance quant �a elle sera bas�ee sur une reconstruction d'une matrice de
parit�e du code grâce justement aux relations de parit�e retrouv�ees; elle sera donc
au contraire d'autant plus di�cile que la dimension du code de parit�e est �elev�ee,
et celle du code faible.

Pour (( d�ebusquer )) une relation de parit�e h, nous utiliserons le fait que hXt

doit être de poids signi�cativement inf�erieur �a N=2. On produira donc grâce
�a un g�en�erateur de mots de poids faibles (section 4.1.2) un mot hXt de faible
poids.

La sortie de ce g�en�erateur constitue alors l'observation dont on dispose. Nous
verrons alors comment appliquer la th�eorie de la d�etection et de la reconnais-
sance optimales sous contrainte de temps �a ce syst�eme.

Pour g�en�erer des mots de poids faibles, on choisira un algorithme non d�e-
terministe de mani�ere �a pouvoir le relancer de nombreuses fois et obtenir des
r�esultats di��erents et si possible ind�ependants. Ainsi, si la probabilit�e de d�e-
tection li�ee �a la g�en�eration d'un seul mot est trop faible, il sera possible de
l'augmenter en demandant �a l'algorithme de g�en�erer non pas un mais m mots
et de d�ecider que H est vraie si au moins x (1 � x < m) de ceux-l�a v�eri�ent le
crit�ere.

Nous avons vu en conclusion du chapitre pr�ec�edent que la longueur de
code d�etectable (ou reconnaissable) �etait major�ee, nous supposerons la longueur
maximale est telle qu'il soit possible de d�ecoder de mani�ere quasi-optimal un
mot de cette longueur relativement �a n'importe quel code (de cette longueur),
en temps raisonnable.

4.1 G�en�erateur de candidats

4.1.1 Moments d'ordre sup�erieur

Le probl�eme de la d�etection de code a �et�e abord�e en 1996, dans le cadre
d'une th�ese [Pla96], dans le cas de codes convolutifs, sous un angle di��erent de
celui-ci, moins alg�ebrique, et adapt�e surtout au petite longueur de code.

Il s'agit d'une �etude des moments du train binaire observ�e. Les concepts
classiques de spectre d'autocorr�elation ou de densit�e spectrale de puissance par
exemple, qui sont sans doute d�ej�a pr�esents �a l'esprit du lecteur familier de trai-
tement du signal, y sont �etudi�es dans le d�etail.

Planquette montre que si les bits du train binaire avant encodage valaient 0
ou 1 avec la même probabilit�e 1=2 (ce qui constitue l'une de nos hypoth�ese de
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travail), alors le train binaire ne poss�ede ni corr�elation spectrale ni spectre de
raies; et que dans ce cas, seule l'�etude des moments d'ordres sup�erieurs pourra
�eventuellement permettre de d�etecter le code.

Cette �etude des moments d'ordres sup�erieurs est pr�ecis�ement �equivalente,
pour les codes en bloc, �a l'�etude des poids des hXt;h 2 Fn2 et au crit�ere du
premier ordre que nous allons d�e�nir dans la suite. En revanche les crit�eres
d'ordres sup�erieurs (�a ne pas confondre avec les moments d'ordres sup�erieurs qui
constitue la base du crit�ere du premier ordre) que nous �etudierons �egalement
n'ont pas d'�equivalents et s'av�erent bien mieux adapt�es aux codes en bloc et
aux grandes longueurs.

4.1.2 G�en�eration de moments de poids faible

Dans cette section, nous �etudions un algorithme g�en�erateur de mots de poids
faibles parmi les �el�ements d'un code lin�eaire binaire.

J'attire ici l'attention du lecteur sur le fait que nous cherchons des mots
de poids faible parmi les combinaisons lin�eaires des colonnes de X , c'est �a dire
dans un code lin�eaire binaire de longueur N et de dimension n, g�en�er�e par la
transpos�ee de la matrice X , nous appellerons ces mots les moments. Ce code n'a
�evidemment rien de commun avec le code que nous essayons de d�etecter mais
la confusion est si courante que ce rappel ne sera peut-être pas super
u.

La distribution des poids dans un code est en g�en�eral di�cile �a calculer exac-
tement et dans les applications pratiques, on se contente d'une r�egle empirique
et approximative: (( Si Ai est le nombre de mots de poids i dans un [N;n]�code
binaire, les nombres Ai

2n sont distribu�es suivant une loi binômiale de param�etres�
1
2 ; N

�
. )) Pour mesurer la di��erence entre cette distribution approximative et

la distribution r�eelle, on pourra se r�ef�erer �a [Sol93]; mais dans le cas qui nous
int�eresse la loi binômiale nous o�re un mod�ele parfaitement satisfaisant.

D�e�nition 13 Pour tout couple (A;B) d'entiers, nous appelons loi binômiale
sur l'intervalle fA : : :Bg, la loi:

fA : : :Bg ! [0; 1]

W 7!
�
B�A
W�A

�
2B�A

J'appelle (( g�en�erateur de mots )) un algorithme qui, �etant donn�ee une matrice
g�en�eratrice d'un code lin�eaire binaire, donne un mot quelconque (al�eatoire) �el�e-
ment de ce code. Les poids des mots ainsi g�en�er�es ob�eissent �a une loi binômiale
sur l'intervalle allant de 0 �a la longueur du code.

Un g�en�erateur de mots de poids faible est un g�en�erateur de mots tel que la
distribution des poids obtenus est d�ecal�ee vers les poids plus faibles (la m�eta-
phore du (( �ltre passe-bas )) en donne une bonne approche).

La recherche d'un mot de poids minimal dans un code est un probl�eme r�eput�e
di�cile (NP-dur). Notre probl�eme est de g�en�erer des mots non pas de poids
minimal mais de poids faible. Ces deux probl�emes sont li�es de mani�ere �evidente
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mais avant tout parce que les algorithmes les plus performants recherchant un
mot de poids minimal s'appuient sur un g�en�erateur de mots de poids faible qui
doit être aussi rapide et aussi (( �ltrant )) que possible (ces deux caract�eristiques
�etant bien-sûr antagonistes, un compromis optimal doit être trouv�e).

C'est pour cette raison que l'�etude des algorithmes de recherche de mots
de poids minimal dans un code (comme en particulier la lecture des travaux
d'Anne Canteaut et de Florent Chabaud [CC98]) m'a fourni tous les �el�ements
pour construire un bon g�en�erateur de moments de poids faible.

Le g�en�erateur retenu utilise une diagonalisation selon un ensemble d'infor-
mation choisi al�eatoirement et calcule l'ensemble des mots de poids au plus p
dans un code poin�conn�e de support contenant cet ensemble d'information.

On se r�ef�erera �a la partie (( D�ecodage )), et aux sections 2.1.4, p. 43, et 2.3.2,
p. 54, pour une �etude de l'algorithme plus pr�ecise (impl�ementation, coûts...) que
les paragraphes qui suivent ou pour une justi�cation de certains r�esultats que
j'y �enonce.

Je rappelle que l'on a a�aire �a un [N;n]�code. L'algorihme choisit (al�eatoi-
rement) un ordre sur les N positions, puis diagonalise selon cet ordre (ou plutôt
met sous la forme dite (( �echelon ))) la matrice Xt.

Les n lignes de la matrice obtenue fournissent d�ej�a des moments de poids
faible puisque l'on impose �a n � 1 positions de valoir 0, �a une seule de valoir
1 et que les N � n autres positions ont une chance sur deux de valoir 0 ou 1
(on obtient donc pour le poids de ces moments une loi binômiale sur l'intervalle
f1 : : :N �n+1g). Mais l'on va les �ltrer un peu plus avant en utilisant un code
poin�conn�e de longueur s (n < s < N).

L'algorithme choisit donc s � n positions au hasard en dehors de la diago-
nale. Soit alors Xs le code engendr�e par la matrice Xt en la poin�connant en
N � s positions de mani�ere �a ce que le support restant contienne l'ensemble
d'information et les s� n positions choisies, et soit Hs une (s� n)� s-matrice
de parit�e de ce code.

Il s�epare alors le support en deux parties de même taille s=2 puis g�en�ere
et stocke dans deux tableaux (un tableau pour chacune des deux parties) les
demi-moments m (de support inclus dans la partie en cours de traitement) de
poids au plus p=2 ainsi que leur (( syndrôme partiel )) � = Hsm

t.
Cela �etant fait, il parcourt alors les tableaux �a la recherche des syndrômes

partiels � tels qu'au moins deux demi-momentsm et m0 (un pour chaque partie)
admettent ce syndrôme partiel. On a alors, pour tous les couples (m;m0) trouv�es,
Hs(m+m0)t = 0, ce qui signi�e que m+m0 appartient au code poin�conn�e Xs.

On r�eencode alors les moments m+m0 grâce �a la matrice Xt diagonalis�ee,
les moments obtenus constituent des moments de poids faible. En e�et, ils sont
de poids au plus p sur le support de longueur s et de poids en moyenne N�s

2
sur son compl�ementaire. Leur poids est distribu�e selon une loi binômiale sur
l'intervalle fp:::N � s+ pg.

L'utilisation du code poin�conn�e sert d'une part �a �ltrer davantage les mo-
ments (pour que la distribution binômiale sur fp:::N � s+ pg soit plus int�eres-
sante que celle sur f1 : : :N � n+ 1g obtenue par simple diagonalisation, il faut
que p < 1 + s�n

2 ), et d'autre part �a en obtenir un plus grand nombre �a chaque
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it�eration (diminuant le coût moyen par moment g�en�er�e).

Si �(s; p) =
Pp=2

i=0

�
s=2
i

�
est le nombre de (( demi-moments )) g�en�er�es sur

chaque moiti�e de support, le nombre moyen de moments complets ainsi g�en�er�es

est �(s;p)2

2s�n , et le coût moyen de la g�en�eration de ces moments, en dehors de la
diagonalisation, est:

2�(s; p)
p

2
(s� n) +

�(s; p)2

2s�n
p(N � s)

Quant �a la diagonalisation (la matrice Hs se d�eduisant tr�es simplement de la
matrice Xt diagonalis�ee, son calcul ne coûte pour ainsi dire rien), elle coûte en

moyenne (cf. D�ecodage 2.2.4, p. 50) n2(N�n)2
2N . Si on impose aux ensembles d'in-

formation successivement choisis de ne di��erer entre eux que par une position,

alors la diagonalisation ne coûte que n(N�n)
2 .

Le coût moyen par moment g�en�er�e est donc:

p(N � s) +
p(s� n)2s�n

2�(s; p)
+
n2(N � n)22s�n

2N�(s; p)2
(4.1)

Nous verrons sur les exemples du chapitre 4.3 comment calculer les para-
m�etres s et p optimaux.

4.2 Crit�eres

Supposons donc que l'on ait un algorithme B, prenant en entr�ee la matrice
X , utilisant le g�en�erateur de moments de poids faible, et g�en�erant une sortie
w 2 W = Im(B).

Une partie des mots h et des moments hXt qui auront �et�e g�en�er�es pen-
dant l'execution de l'algorithme B �gurera sans doute, sous une forme ou
sous une autre, dans la sortie de celui-ci. Sans perte de g�en�eralit�es, on peut
donc consid�erer que W est de la forme

�
Fn2 �FN2

�r � W 0, c.a.d. qu'il existe
r � 1 tel qu'une partie de la sortie de B consiste en un r � uplet de couples
(h1; h1X

t):::(hr ; hrX
t), le reste �etant un �el�ement d'un certain ensemble W 0.

La d�etection requi�erera une estimation de:

Pr(B(�N ) = wjH)

Pr(B(�N ) = w)

La reconnaissance de longueur et de synchronisation cherchera quant �a elle:

argmaxi=1:::l(Pr(Hi jH) Pr(Bi(�N ) = wijHi))

(o�u H1 :::Hl sont les di��erentes hypoth�eses de longueur et de synchronisation,
B1:::Bl les algorithmes ((B)) adapt�es �a ces hypoth�eses, et w1:::wl leurs sorties)

L'�etude de ces deux quantit�es demande certes la connaissance pr�ecise de
l'algorithme B, mais de part la strat�egie adopt�ee et la forme de w 2 W , on
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peut s'attendre �a ce qu'elles soient reli�ees �a des quantit�es du type Pr(�N =
X jfh1:::hrg � C?).

Par ailleurs la reconnaissance de code doit trouver h1:::hn�k ind�ependants
qui maximisent l'estimation de Pr(�N = X jfh1:::hn�kg � C?) qui est �egale-
ment du type mentionn�e.

Cette section fait pr�ecis�ement l'�etude de ces quantit�es, ind�ependamment
de tout algorithme de d�etection ou de reconnaissance, lesquels feront l'objet
d'autres sections qui se rapporteront �a celles-ci.

4.2.1 Notations et remarques

Distinguons donc l'hypoth�ese faible H1 selon laquelle la matrice �etait de
rang non plein avant transmission et addition de l'erreur, et l'hypoth�ese forte
H(h), d�e�nie pour tout mot h 2 Fn2 , selon laquelle les lignes de la matrice
v�eri�aient toutes, avant transmission, la relation de parit�e d�e�nie par h (ce qui
est equivalent �a h 2 C?).

Nous noterons h? l'ensemble (hyperplan) des mots de Fn2 v�eri�ant cette
relation.

De même, nous d�e�nissons l'hypoth�ese faible Hr selon laquelle la matrice
�etait de rang au plus n � r, et pour tout r�uplet (h1 : : : hr) de mots lin�eaire-
ment ind�ependants, l'hypoth�ese forte H(h1 : : : hr) selon laquelle les lignes de la
matrice v�eri�aient toutes, avant transmission, chacune des relations de parit�e
d�e�nies par h1 : : : hr (ce qui signi�e en particulier que l'hypoth�etique code est
de dimension au plus n� r).

Nous noterons hh1 : : : hri? l'ensemble des mots de Fn2 v�eri�ant ces relations,
et hh1 : : : hri l'ensemble des combinaisons lin�eaires de h1 : : : hr.

On a �evidemment l'�equivalence pour tout r > 0:

Hr , 9h1 : : : hr 2 Fn2 H(h1 : : : hr)

Remarque 6 Notons que quel que soit le r-uplet h1:::hr, on a bien-sûr:

Pr(�N = X jH)
Pr(�N = X)

> Pr(H(h1 : : : hr)jH)
Pr(�N = X jH(h1 : : : hr))

Pr(�N = X)

Ci-dessous, nous �etudions Pr(H(h1 : : : hr)jH), nous allons voir que cette
probabilit�e est tr�es petite (inf�erieure �a 2�rk). Mais nous verrons �egalement dans

la suite que le ratio Pr(�N=XjH(h1:::hr))
Pr(�N=X) est quant �a lui sup�erieur �a 2�rN pour

un certain � > 0 et peut prendre le dessus pour N > k
� .

On pourrait d�emontrer que si H est vraie et qu'un code de dimension k est
utilis�e pour transmettre un train binaire in�ni, si H(h1 : : : hn�k) est vraie et si
pour tout N , XN est la matrice des N premiers mots re�cus, alors:

lim
N!1

Pr(�N = XN jH)
Pr(H(h1 : : : hn�k)jH) Pr(�N = XN jH(h1 : : : hn�k))

= 1
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Essayons d�es maintenant d'�evaluer Pr(H(h1 : : : hr)jH). Il s'agit de la pro-
babilit�e pour que le code dual de l'hypoth�etique code �a d�etecter contienne les
vecteurs h1:::hr. Nous supposerons que tous les codes de longueur et de dimen-
sion donn�ees sont �equiprobables.

Si Dk;n d�esigne toujours l'hypoth�ese selon laquelle la dimension du code vaut
k et sa longueur n, nous avons:

Pr(H(h1 : : : hr)jH) =

n�rX
k=1

Pr(Dk;njH) Pr(H(h1 : : : hr)jDk;n)

On se r�ef�erera �a la section 1.2.2, p. 101, pour les valeurs de Pr(Dk;njH).

Proposition 18

Pr(H(h1 : : : hr)jDk;n) =

r�1Y
i=0

2n�k�i � 1

2n�i � 1
(< 2�rk)

D�emonstration: Par �equiprobabilit�e Pr(H(h1 : : : hr)jDk;n), qui est la proba-
bilit�e pour que C? contienne h1:::hr sachant que C est de dimension k, est
la probabilit�e pour qu'un sous espace vectoriel de Fn2 de dimension n� k
contienne r mots ind�ependants donn�es et est �egale au rapport du nombre
de tels sous-espace vectoriels au nombre total de sous espace vectoriels de
Fn2 de dimension n� k.

Tout sous-espace vectoriel de dimension n � k se repr�esente de mani�ere
unique par une (n � k) � n-matrice si on impose �a celle ci d'être par
exemple sous forme �echelon (syst�ematique le (( plus �a gauche possible )), sur
l'ensemble d'information minimal pour l'ordre lexicographique). Appelons
G l'ensemble de ces matrices que l'on ne peut syst�ematiser davantage vers
la gauche selon cet ordre. G est donc en bijection avec l'ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension n� k.

Par ailleurs, soit R l'ensemble des (n� k)� (n� k)-matrice de rang n� k
et N l'ensemble des (n � k) � n-matrice de rang n � k. Le produit d'un
�el�ement de R par un �el�ement de G donne un �el�ement de N , et inversement
la diagonalisation d'un �el�ement de N donne un �el�ement de G et un �el�ement
de R. Une bijection existe donc entre G�R et N .

On pourra v�eri�er dans [LN83], p. 455 que le nombre de u � v-matrice

binaire (u � v) de rang u est
Qu�1

i=0 (2
v � 2i).

On en d�eduit que le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension n�k,
�egal �a jNj

jRj , vaut:
n�k�1Y
i=0

2n � 2i

2n�k � 2i

Remarque 7 Par involution de la dualit�e, ce nombre est �evidemment

�egal �a celui des sous-espaces vectoriels de dimension k, c.a.d.
Qk�1

i=0
2n�2i
2k�2i

(même s'il n'est pas trivial a priori que ces deux formules soient �egales).



140 CHAPITRE 4. CAS G�EN�ERAL: CONTRAINTE DU TEMPS

De même, tout sous-espace vectoriel de dimension n�k contenant r < n�k
mots h1:::hr ind�ependants donn�es se repr�esente de mani�ere unique par le
produit du sous-espace vectoriel engendr�e par h1:::hr et d'un sous-espace
vectoriel de dimension n � k � r si on impose aux �el�ements de celui-ci
d'être nuls sur un ensemble d'information donn�e du premier.

En r�ep�etant l'argumentation de la premi�ere partie de cette d�emonstration,
on trouve que le nombre de ces sous-espaces vectoriels est le rapport du
nombre de (n� k� r)� (n� r)-matrices de rang n� k� r par le nombre
de (n� k � r) � (n� k � r)-matrices de rang n� k � r, soit:

n�k�r�1Y
i=0

2n�r � 2i

2n�k�r � 2i

Le rapport de cette deuxi�eme quantit�e par la premi�ere, qui est la proba-
bilit�e recherch�ee, vaut:Qn�k�r�1

i=0
2n�r�2i

2n�k�r�2iQr�1
i=0

2n�2i
2n�k�2i

Qn�k�1
i=r

2n�r�2i�r
2n�k�r�2i�r

=

r�1Y
i=0

2n�k � 2i

2n � 2i

Et en divisant haut et bas par 2i, on parvient �a la formule de la proposition.
�

4.2.2 Cas dur

Proposition 19 Pour tout mot de l'espace ambiant x, tout taux d'erreur bi-
naire � et tout mot de l'espace ambiant h, on a (avec z = 1� 2�):

Pr(� = x) = 2�n

Pr(� = xjH(h)) = 2�n
�
1 + (�1)hh;xizwt(h)

�
D�emonstration: En l'absence d'hypoth�ese, les 2n mots de l'espace ambiant

sont equiprobables. On a donc Pr(� = x) = 2�n. Sous l'hypoth�ese H(h)
en revanche, seuls les 2n�1 mots c de h? (tels que hh; ci = 0) ont pu être
transmis. On a donc:

Pr(� = xjH(h)) =
X
c2h?

Pr(
 = c) Pr(� = x+ c)

= 21�n
X
c2h?

Pr(� = x+ c)

Mais (9c 2 h? � = x + c) , (hh; �i = hh; xi), donc Pc2h? Pr(� =
x + c) = Pr(hh; �i = hh; xi). Supposons hh; xi = 1, Pr(hh; �i = 1) est la
probablit�e pour qu'il y ait un nombre impair d'erreur sur le support de h,

soit (cf. Lemme 3) 1�zwt(h)
2 . De même Pr(hh; �i = 0) = 1+zwt(h)

2 .

Par cons�equent Pr(� = xjH(h)) = 2�n
�
1 + (�1)hh;xizwt(h)�. �
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Corollaire 9 Pour toute matrice X, tout taux d'erreur binaire � et tout mot
de l'espace ambiant h, on a (avec z = 1� 2�):

Pr(�N = X) = 2�nN

Pr(�N = X jH(h)) = 2�nN
�
1 + zwt(h)

�N �1� zwt(h)

1 + zwt(h)

�wt(hXt)

On s'attend donc �a ce que les crit�eres du premier ordre soient li�es de ma-
ni�ere monotone �a cette quantit�e. Nous �etudions un algorithme pour lequel nous
d�e�nissons un tel crit�ere en section 4.3. Or, on a bien-sûr:

8S 2 R 8w 2 f1 : : : ng 9S(w) 2 f0 : : :N + 1g 8W 2 f0 : : :Ng

(1 + zw)
N

�
1� zw

1 + zw

�W
> S ()W < S(w)

Un algorithme (du premier ordre) commencera donc par stocker les va-
leurs ad�equates pour S(w) (w = 1 : : : n), puis cherchera des mots h tels que
wt(hXt) < S(wt(h)).

Remarque 8 L'esp�erance de hh; �i est 1
2 en g�en�eral, et 1�zwt(h)

2 si H(h) est
vraie. Les lignes � de �N �etant identiques et ind�ependantes, la loi faible des
grands nombres nous indiquent que si 1�zn

2 < � < 1
2 alors:

lim
N!1

Pr(wt(h�tN ) < �N) = 0; lim
N!1

Pr(wt(h�tN) < �N jH(h)) = 1

Ceci implique que, si l'on suppose que l'on n'est pas limit�e en temps de calcul
ni en nombre de mots re�cus (ce qui n'est bien sûr pas le cas mais la remarque
est int�eressante), on pourra obtenir quelque certitude quant �a l'appartenance
de certains mots h au code dual de l'hypoth�etique code. En particulier, si l'on
trouve que H(h) est vraie avec quasi-certitude, alors bien-sûr H est vraie avec
au moins la même certitude.

Si l'on d�esire davantage de pr�ecision, on pourra se r�ef�erer �a la d�emonstration
du corollaire 6, p. 124 pour montrer que:

Pour tout h 2 Fn2 , soient � = 1�zwt(h)
2 , � v�eri�ant � < � < 1

2 , K1 =

2H2(�)�1 et K2 = (�� )
�( 1��1�� )

1��, on a:

0 < K1 < 1; 0 < K2 < 1;

et pour tout N :

Pr(wt(h�tN ) < �N) � KN
1

Pr(wt(h�tN ) < �N jH(h)) � 1� �(1� �)

�� �
KN

2
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Un g�en�erateur de moments de poids faible g�en�erera par cons�equent une part
de moments correspondant �a des mots du dual d'autant plus importante que
son pouvoir �ltrant est �elev�e.

Sur la �gure 4.1, les couples de poids (wt(h);wt(hXt)) g�en�er�e par un algo-
rithme du type d�ecrit en section 4.1.2 sont trac�es. La �gure illustre la s�eparation
qui existe entre des couples (wt(h);wt(hXt)) correspondant �a des mots h quel-
conques ou des mots h appartenant au dual.

Les niveaux de gris sont proportionnels au nombre d'occurrences obtenues
pour un couple donn�e. Lorsque le taux d'erreurs binaires augmente, on est oblig�e
d'augmenter N pour que les deux cat�egories de couples soient s�epar�ees. Mais
lorsque N augmente, le pouvoir �ltrant du g�en�erateur de moments de poids
faible diminue, et le nombre de couples appartenant �a la cat�egorie des mots
du dual devient n�egligeable devant le nombre des mots quelconques (pour la
troisi�eme �gure, il m'a fallu r�ehausser les niveaux de gris de la cat�egorie des
mots du dual).

La matrice X que l'on re�coit, si elle �etait de rang non plein avant addition
de l'erreur, semble donc se distinguer d'une matrice al�eatoire par le fait que
le sous-espace-vectoriel de FN2 engendr�e par Xt contient des mots de poids
anormalement faible.

Si l'on parvient �a s�eparer ainsi les deux cat�egories de couples, un crit�ere
du premier ordre permettra de distinguer les deux cat�egories de mots et sera
su�sant pour la d�etection et la reconnaissance. Si au contraire, le taux d'erreur
binaire et le nombre N de mots re�cus sont tels que la s�eparation est ambig�ue, il
faudra un crit�ere plus discriminant.

Si l'on fait l'hypoth�ese plus forte que la matrice X �etait de rang au plus
n�r (r > 1) avant addition de l'erreur, elle doit v�eri�er la propri�et�e suivante: le
sous-espace-vectoriel de FN2 engendr�e par Xt contient lui-même un sous-espace-
vectoriel (de dimension r) compos�e de mots de poids anormalement faibles. Un
crit�ere d'ordre r consiste �a mesurer l'ampleur de cette propri�et�e, qui est bien-sûr
beaucoup plus forte que la propri�et�e consid�er�ee par un crit�ere du premier ordre.

Il calculera une fonction d'un sous-espace vectoriel hh1:::hri donn�e. Cette
fonction d�epend de l'algorithme pr�ecis qui est utilis�e pour g�en�erer ce sous-espace
vectoriel, mais sera g�en�eralement li�ee �a la probabilit�e Pr(�N = X jH(h1:::hr))
que nous calculons dans cette section.

Proposition 20 Pour tout mot de l'espace ambiant x, tout taux d'erreur bi-

naire � et toute r � n matrice H =

0
B@h1...
hr

1
CA, on a (avec z = 1� 2�):

Pr(� = xjH(h1 : : : hr)) = 2�n
X
B2Fr2

(�1)hB;xHtizwt(BH)

D�emonstration: La d�emonstration la plus concise de ce r�esultat se base sur
une identit�e de MacWilliams �a propos des (( �enum�erateurs exacts )) (cf.
[MS77], Th�eor�eme 14, p. 147). Je l'�enonce ci-apr�es, adapt�ee au cas binaire.
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(a) taux d'erreur binaire: 0.5/64, N: 160
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(b) taux d'erreur binaire: 1/64, N: 288
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(c) taux d'erreur binaire: 1.5/64, N: 800

Fig. 4.1: Constellations des couples de poids (wt(h);wt(hXt)) obtenu par l'al-
gorithme du premier ordre pour un [64,34]-code
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Lemme 4 Soit t = ((t10; t11); (t20; t21) : : : (tn0; tn1)) un n�uplet de couple
de variables. On d�e�nit l'�enum�erateur exact associ�e �a t d'un code C sur
Fn2 comme �etant:

E(t)C =
X
u2C

t1u1t2u2 : : : tnun :

Le th�eor�eme de MacWilliams pour l'�enum�erateur exact a�rme que:

E(t)C =
E(t0)
C?

jC?j

avec t0i0 = ti0 + ti1 et t0i1 = ti0 � ti1 (i = 1 : : : n).

D'apr�es l'hypoth�eseH(h1 : : : hr), seuls les mots de hh1 : : : hri? ont pu être
transmis. On a donc:

Pr(� = xjH(h1 : : : hr)) =
X

c2hh1:::hri?
Pr(
 = c) Pr(� = x+ c)

= 2r�n
X

c2hh1:::hri?
Pr(� = x+ c)

= 2r�n
X

c2hh1:::hri?
�wt(x+c)(1� �)n�wt(x+c)

= 2r�nE(t)hh1:::hri?

avec ti0 =

(
1� � si xi = 0;

� si xi = 1:
et ti1 =

(
� si xi = 0;

1� � si xi = 1:
.

A�n d'appliquer le lemme, nous d�e�nissons donc t0i0 = ti0 + ti1 = 1 et

t0i1 = ti0 � ti1 =

(
z si xi = 0;

�z si xi = 1:
. Et si hh1 : : : hri repr�esente le code

engendr�e par h1 : : : hr, on a:

Pr(� = xjH(h1 : : : hr)) = 2�nE(t0)hh1:::hri

= 2�n
X

c2hh1:::hri
(�1)hc;xizwt(c)

= 2�n
X
B2Fr2

(�1)hBH;xizwt(BH)

Et hBH; xi = BHxt = hB; xHti. La proposition en d�ecoule. �

Corollaire 10 Si d = minc2hh1:::hri? wt(x+ c), alors:X
B2Fr2

(�1)hB;xHtizwt(BH) > 2r�d(1� �)n�d
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D�emonstration: Cela provient du fait, mentionn�e dans la d�emonstration pr�e-
c�edente, que:

Pr(� = xjH(h1 : : : hr)) = 2�n
X
B2Fr2

(�1)hB;xHtizwt(BH)

= 2r�n
X

c2hh1:::hri?
�wt(x+c)(1� �)n�wt(x+c)

�

Corollaire 11 Pour toute matrice X =

0
B@x1

...
xN

1
CA, tout taux d'erreur binaire � et

toute r � n matrice H =

0
B@h1...
hr

1
CA, on a (avec z = 1� 2�):

Pr(�N = X jH(h1 : : : hr)) = 2�nN
NY
i=1

X
B2Fr2

(�1)hB;xiHtizwt(BH)

Un crit�ere d'ordre r consistera souvent �a comparer une fonction croissante de
cette derni�ere quantit�e �a un seuil et �a r�epondre positivement en cas de sup�erio-
rit�e. C'est pourquoi, il pourra parfois su�re d'utiliser directement cette quantit�e
sans faire l'�etude des probabilit�es r�eelles sous-jacentes �a la mani�ere dont on g�e-
n�ere des candidats. En g�en�eral, cependant, cette �etude est indispensable au bon
dimensionnement des seuils et autres param�etres des algorithmes mis au point.

4.2.3 Cas souple

Nous nous pla�cons encore dans le cadre d'une modulation antipodal d'�energie
e2 et d'un canal �a bruit additif, blanc, gaussien de variance N0.

Je rappelle que:

{ � repr�esente le bit transmis et vaut 0 ou 1 avec une probabilit�e 1=2.

{ 
 repr�esente le mot de code transmis En l'absence d'hypoth�ese, il y a 2n

possibilit�es equiprobables pour 
: tous les mots binaires de longueur n.
Sous l'hypoth�ese H(h1 : : : hr) en revanche, 
 doit être �el�ement du sous-
espace-vectoriel hh1 : : : hri? compos�e des mots v�eri�ant les relations de
parit�e d�e�nies par h1 : : : hr, ce qui donne 2

n�r possibilit�es equiprobables.

{ � repr�esente le bruit. Pour le canal sans m�emoire, �a bruit blanc, gaussien
et additif de densit�e monolat�erale N0=2, nous avons:

8e 2 R �(� = e) =
1p
�N0

exp

�
� e2

N0

�
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{ � repr�esente l'erreur de transmission, produit combinatoire de n variables
al�eatoires �. Sa densit�e de probabilit�e est:

8d 2 Rn �(� = d) = (�N0)�n=2e�
Pn
i=1 d

2
i

N0

{ � repr�esente le signal (( re�cu )), nombre r�eel, somme du signal transmis
(�E) et du bruit. Sa densit�e de probabilit�e est d�e�nie par celles de � et
�. C'est le r�eel qui est mesur�e par le d�emodulateur.

{ En�n � repr�esente le mot (( re�cu )), n�uplet de nombres r�eels, somme du
mot transmis modul�e et de l'erreur de transmission, et �N est le pro-
duit combinatoire de N variables al�eatoires �, repr�esent�e par une N �
n�matrice r�eelle. Sa densit�e de probabilit�e est d�e�nie par celle de 
 et �.

L'observation dont on dispose est une r�ealisation L de la variable al�eatoire
�N .

Rappelons aussi que pour all�eger les notations, nous d�e�nissons la quantit�e
A = N0

2E . Ainsi, nous avons:

Pr(� = 0j� = a) =
ea=A

2 cosh(a=A)
Pr(� = 1j� = a) =

e�a=A

2 cosh(a=A)

Proposition 21 Pour tout n�uplets (a1 : : : an) de nombres r�eels, tout mot h

et tout r�uplet (h1 : : : hr) on a, en notant K =
exp

�
�
Pn
i=1 a

2
i+nE

2

N0

�

(�N0)n=2
:

�(� = a1 : : : an) = K

nY
i=1

cosh
�ai
A

�

�(� = a1 : : : anjH(h)) = K
nY
i=1

cosh
�ai
A

�0@1 + Y
i2supp(h)

tanh
�ai
A

�1A
�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr)) = K

nY
i=1

cosh
�ai
A

� X
B2Fr2

Y
i2supp(BH)

tanh
�ai
A

�

o�u supp(x) repr�esente le support d'un mot x, et o�u par convention un produit
sur l'ensemble vide vaut 1.

D�emonstration: Pour b 2 F2 et a 2 R, la densit�e de probabilit�e de me-

surer a si b est �emis vaut �(� = aj� = b) = 1p
�N0

e�
(a�(�1)b E)2

N0 =

exp
�
� a2+E2

N0

�
p
�N0

e(�1)
ba=A.

Dans le premier cas, les ai sont ind�ependants, donc �(� = a1 : : : an) =Qn
i=1 �(� = ai).

Mais �(� = a) = 1
2 (�(aj0) + �(aj1)) =

exp
�
�a2+E2

N0

�
p
�N0

cosh
�
a
A

�
, d'o�u la

premi�ere formule.
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La seconde formule correspond pr�ecis�ement �a la troisi�eme dans le cas o�u
r = 1. D�emontrons donc celle-ci dans le cas g�en�eral: on a:

�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr))

=
X

c2hh1:::hri?
Pr(
 = cjH(h1 : : : hr))�(� = a1 : : : anj
 = c)

= 2r�n
X

c2hh1:::hri?

nY
i=1

�(� = aij� = ci)

=
K

2n�r
X

c2hh1:::hri?
exp

 
nX
i=1

(�1)ciai=A
!

Nous allons utiliser le lemme 4: Notons pour i = 1 : : : n: ti0 = e
ai
A et

ti1 = e
�ai
A , nous venons de voir que:

�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr)) =
K

2n�r
E(t)hh1:::hri?

Par application du lemme, nous avons donc:

�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr)) = K

2n
E(t0)hh1:::hri

(avec t0i0 = ti0 + ti1 = 2 cosh
�
ai
A

�
) et t0i1 = ti0 � ti1 = 2 sinh

�
ai
A

�
))

Soit:

�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr))

= K

nY
i=1

cosh
�ai
A

� X
h2hh1:::hri

Y
i2supp(h)

tanh
�ai
A

�

D'o�u les deux derni�eres formules �

Corollaire 12
8(a1 : : : an) 2 Rn 8h1 : : : hr 2 Fn2

�(� = a1 : : : anjH(h1 : : : hr))
�(� = a1 : : : an)

=
X

h2hh1:::hri

Y
i2supp(h)

tanh
�ai
A

�
Corollaire 13 Pour toute N�n-matrice r�eelle L dont les coe�cients sont not�es
ai;j (1 � i � N; 1 � j � n) et tout r�uplet (h1 : : : hr), on a:

�(�N = LjH(h1 : : : hr))
�(�N = L)

=
NY
i=1

X
h2hh1:::hri

Y
j2supp(h)

tanh
�ai;j
A

�
Cette quantit�e sera donc de premi�ere importance dans la mise au point d'un

crit�ere de d�etection d'ordre r utilisant l'information souple.



148 CHAPITRE 4. CAS G�EN�ERAL: CONTRAINTE DU TEMPS

4.2.4 Coûts de calcul des crit�eres

H repr�esente la matrice

0
B@h1...
hr

1
CA.

Nous consid�ererons que le coût des additions, multiplications et exponen-
tiations de nombres entiers ou r�eels est unitaire, que le calcul d'une tangente
hyperbolique coûte ct, que le calcul du poids d'un vecteur binaire de longueur l
coûte cwl, que l'addition de deux tels vecteurs coûte cal et leur produit scalaire
cpl.

Et pour des raisons qui apparâ�tront plus clairement lorsque nous consid�ere-
rons l'impl�ementation e�ective d'un algorithme de d�etection, nous consid�erons
que le calcul de hh; xi, hXt, Hxt et HXt a �et�e pris en charge par l'algorithme
de recherche de mots de poids faibles (nous ne tenons donc pas compte du coût
de leur calcul pour celui des crit�eres).

Crit�ere Valeur Coût de calcul Dominance
Pr(�=xjH(h))

Pr(�=x) 1 + (�1)hh;xizwt(h) cwn+ 3 cwn
Pr(�N=XjH(h))

Pr(�N=X)

�
1+zwt(h)

�N 1�zwt(h)
1+zwt(h)

!wt(hXt)
cw(n+N) + 6 cw(n+N)

Pr(�=xjH(H))
Pr(�=x)

P
B2Fr

2
(�1)hB;xHtizwt(BH) 2r(cpr + (car=2 + cw)n+ 3)

ca
2 2

rrn
Pr(�N=XjH(H))

Pr(�N=X)

NQ
i=1

P
B2Fr

2

(�1)hB;xiHtizwt(BH)
NH2r

�
cpr+

�
ca
2
r+cw

�
n+3

�
+NH+Nr

ca
2 NH2

rrn

�(�N=LjH(H))
�(�N=L)

NQ
i=1

P
B2Fr2

Q
j2supp(BH)

tanh
�
ai;j
A

�
N2rn

�
ca
2
r+

ct
2
+ 1

�
+N2r+Nr

ca
2 N2rrn

o�u NH est le nombre de colonnes di��erentes dans la matrice HXt (NH �
min(2r; N)).

Et l'on voit que le coût de calcul d'un crit�ere est plus qu'exponentiel en son
ordre, si bien que l'on sera fortement limit�e par rapport �a celui-ci.

Cela dit, pour comparer deux hypoth�eses H(h1:::hr) et H(h01:::h
0
r) de même

ordre r (avec hh1:::hri 6= hh01:::h0ri) lorsque r est trop �elev�e pour un calcul
((exact)) des probabilit�es, on pourra g�en�erer un certain nombre K de mots de
poids faibles h et h0 dans hh1:::hri et hh01:::h0ri respectivement et comparer:

NX
i=1

X
h

(�1)hh;xiizwt(h) �a
NX
i=1

X
h0
(�1)hh0;xiizwt(h0)

Ou bien, si l'on dispose d'information souple

NX
i=1

X
h

Y
j2supp(h)

tanh
�ai;j
A

�
�a

NX
i=1

X
h0

Y
j2supp(h0)

tanh
�ai;j
A

�

Nous y reveindrons plus tard lors de l'�etude des algorithmes de reconnais-
sance.
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4.3 D�etection

4.3.1 Exemple d'algorithme

Le but de cette section est de se faire une id�ee des ordres de grandeur et des
d�ependances des probabilit�es de d�etection et de fausse alarme, a�n de mieux se
rendre compte des facteurs qui limiteront l'e�cacit�e d'un algorithme, et pour
mieux dimensionner ses param�etres.

Elle o�re en outre un exemple d'application de la proposition 13, et de mise
au point d'algorithme de d�etection. Cet exemple n'est cependant pas le meilleur
algorithme de d�etection que ce manuscrit puisse inspirer car il n'utilise qu'un
crit�ere du premier ordre.

Cas (( dur ))

Soit B l'algorithme de recherche de moments de poids faible d�ecrit en section
4.1.2, avec ses param�etres s et p. Je rappelle bri�evement son principe en passant
sur les d�etails algorithmiques et en posant quelques notations adapt�ees �a cette
partie:

{ Choisir al�eatoirement s mots re�cus parmi les N ; et consid�erer la matrice
Xs compos�ee de ces mots.

{ Calculer des mots h tels que les moments hXt
s de la matrice Xs soient de

poids au plus p.

{ Calculer les moments complets y = hXt.

Les poids des moments produits par cet algorithme sont distribu�es statisti-
quement selon une loi binômiale sur l'intervalle fp : : :N � s+ pg. Nous suppo-
serons que les moments produits successivement sont statistiquement ind�epen-
dants.

Pour chaque moment ainsi g�en�er�e, l'algorithme a impos�e �a p positions de
valoir 1 et �a s � p autres positions de valoir 0. Pour faire l'�etude du crit�ere,
de �(S) = Pdet(S; 1; 1) et de 
(S) = Pfa(S; 1; 1), nous allons consid�erer un
seul moment. Nous pouvons donc supposer, sans perte de g�en�eralit�es, que ces
positions sont �x�ees. Par exemple, si x1:::xN sont les lignes de X , on impose
hh; xii = 1 pour i = 1:::p, et hh; xii = 0 pour i = p+ 1:::s.

Adoptons les notations suivantes:

Xt = (

pz}|{
Xt
1 j

s�pz}|{
Xt
0 j

N�sz}|{
Xt
� ); Xt

10 = (Xt
1jXt

0);

y1 = (

pz}|{
1:::1); y0 = (

s�pz}|{
0:::0); y10 = (y1jy0)

Et pour tout vecteur y de longueur N , on notera y� sa restriction aux N � s
derni�eres positions.
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B g�en�ere donc le seul mot h tel que hXt
10 = y10. Il calcule par ailleurs le mo-

ment y = hXt = (y10; y�), dont seule la partie y� est inconnue. On consid�erera
donc que la sortie de l'algorithme B est le couple (h; y�).

Soit H l'hypoth�ese selon laquelle les mots re�cus (les lignes de X) sont des
�el�ements d'un même code lin�eaire binaire de dimension k ayant travers�e le canal
binaire sym�etrique de probabilit�e de transition � . X est l'observation d'une
variable al�eatoire � dont la loi d�epend du fait que cette hypoth�ese est vraie ou
fausse. On lui applique l'algorithme B ci-dessus, et l'on observe alors sa sortie
(h; y�).

On d�e�nit alors, pour tout couple (h; y�) de Fn
2 � FN�s

2 :

Pd(h; y�) = Pr(B(�) = (h; y�)jH)

Pf (h; y�) = Pr(B(�) = (h; y�))


(S) =

�
(h; y�) 2 Fn

2 � FN�s
2 =

Pd(h; y�)
Pf (h; y�)

> S

�
La d�etection aura lieu si le mot h g�en�er�e par B est tel que (h; hXt

�) 2 
(S).
Les probabilit�es de d�etection et de fausse alarme mesurent alors la probabilit�e
pour que ce soit le cas selon que l'hypoth�ese de codage est juste ou fausse. Elles
valent:

Pdet(S; 1; 1) =
X

(h;y�)2
(S)
Pd(h; y�)

Pfa(S; 1; 1) =
X

(h;y�)2
(S)
Pf (h; y�)

Pour adapter nos notations aux variables al�eatoires on d�e�nit donc:

�t = (

pz}|{
�t1 j

s�pz}|{
�t0 j

N�sz}|{
�t� ); �t10 = (�t1j�t0)

Proposition 22 Soit y = (y10jy�). On a:

Pr(B(�) = (h; y�)) =
Pr(h�t = y)P

h02Fn?2 Pr(h0�t10 = y10)

(il est loisible de rajouter une condition de type (( sachant H )) en queue de ces
probabilit�es)

D�emonstration: B(�) est donc un couple (h(�); h(�)�t�), et l'on a:

Pr(B(�) = (h; y�)) = Pr(h(�) = h; h(�)�t� = y�)

Or h(�) est d�e�ni comme �etant le seul mot de l'espace ambiant tel que
h(�)�t10 = y10. Etant donn�e une propri�et�e, la probabilit�e pour que h(�)
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v�eri�e cette propri�et�e peut être vue comme la probabilit�e pour qu'un va-
riable al�eatoire � repr�esentant un mot quelconque de l'espace ambiant la
v�eri�e, sachant que ��10 = y10. On a donc:

Pr(B(�) = (h; y�)) = Pr(� = h; ��t� = y�j��t10 = y10)

=
Pr(� = h; ��t = y)

Pr(��t10 = y10)

=
Pr(� = h) Pr(h�t = y)P

h02Fn?2 Pr(� = h0) Pr(h0�t10 = y10)

On d�eduit la proposition du fait qu'en l'absence de condition, les di��e-
rentes valeurs de � sont a priori equiprobables �

Proposition 23 Pour tout h non nul et tout y�, on a:

Pf (h; y�) =
1

(2n � 1)2N�s

D�emonstration: En l'absence de l'hypoth�ese H, la matrice � est consid�er�ee
comme totalement al�eatoire.

On a donc Pr(h�t = y) = 2�N d'une part, car chacune des N positions de
h�t vaut 0 ou 1 avec la même probabilit�e et ind�ependamment des autres.

Et d'autre part
P

h02Fn?2 Pr(h0�t10 = y10) = (2n � 1)2�s car quel que soit
h0 non nul, chacune des s positions de h0�t10 vaut 0 ou 1 avec la même
probabilit�e et ind�ependamment des autres.

On d�eduit le r�esultat du fait que Pf (h; y�) =
Pr(h�t=y)P

h02Fn?2
Pr(h0�t10=y10)

. �

Proposition 24 Pour tout h non nul et tout y�, on a:

Pd(h; y�) =
1� 2�k + 2�k

�
1� zwt(h)

�p+wt(y�) �
1 + zwt(h)

�N�wt(y�)�p
2N�s

�
(1� 2�k)(2n � 1) + 2�k

Pn
w=1

�
n
w

�
(1� zw)

p
(1 + zw)

s�p
�

D�emonstration: Nous supposons donc que H est vraie et qu'un code de di-
mension k a �et�e utilis�e; �a l'int�erieur de cette d�emonstration, nous consi-
d�erons comme implicite la condition (( sachant que H est vraie )) dans
l'expression des probabilit�es.

On sait que Pd(h; y�) =
Pr(h�t=y)P

h02Fn?
2

Pr(h0�t10=y10)
.

Bien-sûr, les probabilit�es qui sont en jeu d�ependent fortement du fait que
h (ou h0) appartient ou non au dual du code. Nous supposerons que tout
mot de l'espace ambiant appartient au dual avec une probabilit�e (a priori)
�egale �a 2�k. On a alors:

Pd(h; y�) =
2�k Pr(h�t=yjh2C?)+(1�2�k) Pr(h�t=yjh 62C?)P

h02Fn?
2

(2�k Pr(h0�t10=y10jh2C?)+(1�2�k) Pr(h0�t10=y10jh62C?))
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Si h n'appartient pas �a C?, alors, de même que dans le calcul de Pf , chaque
positions de h�t vaut 0 ou 1 avec la même probabilit�e et ind�ependamment
des autres; et de même pour h0�t10 = y10 si h

0 62 C?.

On a donc:

Pd(h; y�) =
2�k Pr(h�t = yjh 2 C?) + 1�2�k

2N

(2n � 1) 1�2�k2s + 2�k
P

h02Fn?2 Pr(h0�t10 = y10jh 2 C?)

Par ailleurs si on note � la VA associ�ee �a un mot re�cu (une ligne de �),

on a Pr(h�t = yjh 2 C?) =
QN

i=1 Pr(h�
t = yijh 2 C?) et de même

Pr(h0�t10 = y10jh 2 C?) = Pr(h�t = 1jh 2 C?)p Pr(h�t = 0jh 2 C?)s�p.

Or si h 2 C?, la probabilit�e pour que h�t soit �egal �a 0 est la probabililt�e
pour que l'erreur de transmission subie par � soit de poids pair sur le

support de h. D'apr�es le lemme 3, elle vaut 1+zwt(h)

2 . La probabilit�e pour

que h�t soit �egal �a 1 vaut donc, quant �a elle 1�zwt(h)
2 (de même pour tout

h0).

Puisque wt(y) = p+wt(y�), on a donc:

Pr(h�t = yjh 2 C?) = 2�N
�
1� zwt(h)

�p+wt(y�) �
1 + zwt(h)

�N�wt(y�)�p
Et pour tout h0 de poids w:

Pr(h0�t10 = y10jh 2 C?) = 2�s (1� zw)
p
(1 + zw)

s�p

Et l'on retrouve la formule de la proposition en combinant tous ces r�esul-
tats.

�

Il est int�eressant que cette fonction ne d�epende que du poids de h et de y�,
car les sommations seront ainsi plus ais�ees.

D�e�nissons les fonctions:

g(w;W ) = (1� zw)
W+p

(1 + zw)
N�W�p

f(n; k; s; p) = 1� 2�k +
2�k

2n � 1

nX
w=1

�
n

w

�
(1� zw)

p
(1 + zw)

s�p

Ainsi, on a:

Pd(h; y�) =
1 + 2�k(g(wt(h);wt(y�))� 1)

2N�s(2n � 1)f(n; k; s; p)

Pd(h; y�)
Pf (h; y�)

=
1 + 2�k(g(wt(h);wt(y�))� 1)

f(n; k; s; p)
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On d�e�nit �egalement l'ensemble suivant, qui pr�esente l'int�erêt d'être de taille
inf�erieure �a nN :


0(S) =
�
(w;W ) 2 f1:::ng � f0:::N � sg=1 + 2�k(g(w;W )� 1)

f(n; k; s; p)
> S

�

Et l'on a alors:


(S) = f(h; y�)=(wt(h);wt(y�)) 2 
0(S)g
Il est alors tout �a fait envisageable (si l'on connait k), de calculer:

Pdet(S; 1; 1) =
X

(h;y)2
(S)
Pd(h; y�) =

X
(w;W )2
0(S)

�
N�s
W�p

�
2N�s

�
n
w

�
2n � 1

1 + 2�k(g(w;W ) � 1)

f(n; k; s; p)

Pfa(S; 1; 1) =
X

(h;y)2
(S)
Pf (h; y�) =

X
(w;W )2
0(S)

�
N�s
W�p

�
2N�s

�
n
w

�
2n � 1

Remarque 9 On a donc Pdet(S; 1; 1) > S
P

(w;W )2
0(S)
(N�s
W�p)
2N�s

(nw)
2n . Les poids

W s�electionn�es dans l'ensemble 
0(S) sont concentr�es vers les poids faibles,
loin de N � s + p. Cet ensemble ne varie donc pas si l'on augmante s. En

revanche, les quantit�es
(N�s
W�p)
2N�s augmente rapidement avec s, de même donc, que

Pdet(S; 1; 1). Le crit�ere est donc d'autant plus discriminant que s est grand.

Remarque 10 Calculer les premiers moments, si H est vraie, de g(w;W ), ou

de log(g(w;W )), ou de toute fonction croissante de Pd(B(�))
Pf (B(�))

, pr�esente peu d'in-

t�erêt ici car il est possible de calculer Pdet(S; 1; 1) et Pfa(S; 1; 1) exactement et �a
un coût raisonnable. Je laisse cependant les r�esultats suivants (avec uniquement
quelques indications pour leur preuve) pour ceux qui voudraient s'approprier
intuitivement des ordres de grandeur:

Soit la fonction (probabiliste) F (X) = g(wt(h);wt(y�)), avec (h; y�) = B(X),

on a, en notant l�w la quantit�e log
�
1+zw

1�zw
�
, lw la quantit�e log(1+ zw) et

�
sp
kw

�
la

quantit�e 2�k(1� zw)p(1 + zw)s�p:

Esp(F (�)jH) =

nP
w=1

�
(2k � 1)

�
sp
kw

�
+ 2k

�
sp
kw

�2
(1 + z2w)N�s

�
(2n � 1)f(n; k; s; p)

Esp(F (�)2jH) =

nP
w=1

�
2k(2k � 1)

�
sp
kw

�2
(1 + z2w)N�s + 22k

�
sp
kw

�3
(1 + 3z2w)N�s

�
(2n � 1)f(n; k; s; p)

Esp(log(F (�))jH) =

nP
w=1

��
1� 2�k +

�
sp
kw

�� �
Nlw �

�
p+ N�s

2

�
l�w
�
+
�
sp
kw

�
(N � s) z

w

2 l
�
w

�
(2n � 1)f(n; k; s; p)
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Esp(log(F (�))2jH) = 
nX

w=1

 �
1� 2�k +

�
sp

kw

�� �
Nlw +

�
p� N � s

2

�
l�w

�2

+ (p+ s)

�
l�w
2

�2
!

+

�
sp

kw

�
(N � s)zwl�w

�
Nlw �

�
p+

N � s

2
� N � s� 1

4
zw
�
l�w

���
=(2n�1)f(n; k; s; p)

D�emonstration: (Indications) Quelle que soit la fonction F 0(h; y�) consid�e-
r�ee, on a:

Esp(F 0(B(�))jH) =
X
h;y�

Pd(h; y�)F 0(h; y�)

Le fait que
PN�s

W=0
(N�s
W )

2N�s x
W yN�s�W =

�
x+y
2

�N�s
sera su�sant pour cal-

culer les moments de F .

Pour ceux de log(F ), on consid�erera en outre le fait que

N�sX
W=0

�
N�s
W

�
2N�s

WxW yN�s�W =
(N � s)x

2

�
x+ y

2

�N�s�1

N�sX
W=0

�
N�s
W

�
2N�s

W 2xW yN�s�W =
(N � s)x

2

(N � s)x + y

2

�
x+ y

2

�N�s�2
�

On constatera en principe que ces esp�erances pr�evoient que Pd(B(�))
Pf (B(�))

soit tr�es in-

f�erieur �a 1
Pmaxfa

, et donc que la probabilit�e de d�etection associ�ee �a un tel seuil soit

tr�es faible. Cependant la fonction B est probabiliste, et les valeurs successives
qu'elle prendra, si on la calcule m fois, seront ind�ependantes. On dimensionnera
donc m convenablement pour que la probabilit�e de d�etection soit proche de 1.

Par ailleurs, on pourra �egalement observer que 2Esp(log(F )) < Esp(F ) (ce

que l'on doit �a la concavit�e du logarithme), mais qu'en revanche Esp(log(F ))p
V ar(log(F ))

est nettement plus fort que Esp(F )p
V ar(F )

donnant plus de puissance aux in�egalit�es

de Chebyshev, donc plus de pr�ecision.
On justi�e ainsi naturellement la consid�eration de ((log-likelyhood-ratios )) tels

que log(F ).

Param�etrage de l'algorithme

Quid du probl�eme de la dimension?
La fonction Pd(h; y�) et l'ensemble 
(S) d�e�nis en section pr�ec�edente d�e-

pendent de k que l'on supposait connu, ce qui en fait n'est pas le cas. Nous

allons maintenant les noter P
(k)
d (h; y�) et 
(k)(S), a�n de pouvoir di��erencier

les quantit�es calcul�ees selon di��erentes hypoth�eses de dimension.
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Par ailleurs la fonction Pf (h; y�) = 1
(2n�1)2N�s ne d�ependant ni de h, ni de

y�, ni de k, nous la noterons simplement Pf .
La proposition suivante d�ecoule directement des d�e�nitions de ses termes et

ne demande pas de d�emonstration:

Proposition 25 Si ~k est la v�eritable dimension du code, et si le crit�ere est
P
(k)
d B(X)

Pf
� S (k peut être di��erent de ~k) alors la probabilit�e de d�etection est

Pdet(S; 1; 1) =
P

(h;y�)2
(k)(S) P
(~k)
d (h; y�); et la probabilit�e de fausse alarme est

Pfa(S; 1; 1) = j
(k)(S)jPf (et ne d�epend pas de ~k).

Proposition 26 Pour tout k < n� 1, tout h, tout y� et tout S, on a:�
9k0 P

(k0)
d (h; y�) > Pf

�
) P

(k)
d (h; y�) > P

(k+1)
d (h; y�) > Pf

S > 1) 
(k+1)(S) � 
(k)(S)

D�emonstration: Soient h et y� donn�es. Adoptons les notations suivantes:

A = g(wt(h);wt(y�))� 1

A0 =
nX

w=1

�
n
w

�
2n � 1

(1� zw)p(1 + zw)s�p � 1

On a alors, pour tout k0, P (k0)
d (h; y�) = 1+2�k

0
A

1+2�k0A0
Pf , donc:�

9k0 P
(k0)
d (h; y�) > Pf

�
) A > A0

Or, pour tout k, A > A0 ) 1+2�kA
1+2�kA0 > 1+2�k�1A

1+2�k�1A0 > 1. On a donc la
premi�ere partie de la proposition. La deuxi�eme s'en d�eduit facilement. En

e�et, pour tout S > 1,
P
(k+1)
d (h;y�)

Pf
> S ) P

(k)
d (h;y�)
Pf

> S, donc:

(h; y�) 2 
(k+1)(S)) (h; y�) 2 
(k)(S)

�

Corollaire 14 Si ~k est la v�eritable dimension du code, et si le crit�ere est
P
(k)
d B(X)

Pf
� S avec k � ~k, alors:

X
(h;y�)2
(k)(S)

P
(k)
d (h; y�) � Pdet(S; 1; 1) �

X
(h;y�)2
(~k)(S)

P
(~k)
d (h; y�)

Pfa(S; 1; 1) = j
(k)(S)jPf
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La situation est d'autant plus d�efavorable que k est �elev�e. Par s�ecurit�e, on
supposera donc k = kmax (cf. section 1.2.2, p. 101), et l'on appliquera le crit�ere
associ�e.

Par cons�equent, pourm, x et S donn�e, si l'on calcule Pdet(S;m; x) et Pfa(S;m; x)
en tenant compte de l'hypoth�ese k = kmax, on sous-estimera la vraie probabilit�e
de d�etection (tant mieux) tandis que la probabilit�e de fausse alarme sera juste.

En faisant l'hypoth�ese k = kmax, la proposition 13 s'applique donc bien �a
notre algorithme.

Par exemple, pour x = 1, l'algorithme de d�etection pourra pr�esenter une pro-
babilit�e de d�etection sup�erieure �a Pmin

det et une probabilit�e de fausse alarme inf�e-

rieure �a Pmax
fa , si l'on choisit S =

� ln(1�Pmindet )
Pmaxfa

(il est n�ecessaire que 
(kmax)(S) 6=
;), et si l'on g�en�ere exactement m =

� ln(1�Pmindet )
~Pdet(S;1;1)

moments de poids faible.

On pourrait être tent�e d'en g�en�erer davantage, mais ce faisant, on augmen-
terait la probabilit�e de fausse alarme.

Il est cependant g�en�eralement plus int�eressant de prendre x > 1, car alors,
pour un même couple (Pmin

det ; Pmax
fa ), le seuil S sera plus petit, et m pourra donc

l'être aussi (m est toutefois sujet �a une in
uence antagoniste: si le seuil S ne
change pas, m augmente avec x; il existe donc un x optimal), l'algorithme devra
�etudier les di��erentes possibilit�es en calculs pr�eliminaires.

La complexit�e de l'algorithme est donc �egale �a m fois la complexit�e moyenne
pour g�en�erer un moment de poids faible (le coût de calcul du crit�ere est ici
n�egligeable). Ces deux multiplicandes d�ependent des param�etres s et p. Pour
optimiser ces derniers, on minimisera bien-sûr le produit.

Ainsi que mentionn�e en d�ebut de section cependant, le crit�ere utilis�e, fonction
d'un couple (h; y�), est moins discriminant que ne le serait un crit�ere d'ordre
sup�erieur �a 1. En particulier, si l'on attend x d�etections simples, il sera nettement
plus int�eressant de leur appliquer des crit�eres d'ordre compris entre 1 et x.

Avec ces crit�eres, les di��erentes possibilit�es commencent �a se multiplier en
d'innombrables modalit�es. Le nombre de param�etres �a r�egler devient trop grand.
Le choix d'un algorithme pour g�en�erer des candidats sera di�cilement e�ectu�e
de mani�ere optimale...

Je fais tout de même quelques suggestions �a ce propos dans une prochaine
section, mais nous n'�etudierons pas le d�etail des probabilit�es de d�etection et
de fausse alarme des algorithmes ainsi d�e�nis. Pour faire ce travail pour un
algorithme particulier, cette section pourra servir de r�ef�erence.

Les crit�eres d'ordre quelconque et utilisant �eventuellement l'information souple
�etant plus discriminants, ils permettront �a l'algorithme de d�etection d'utiliser
un nombre m plus petit, et �eventuellement d'avoir une complexit�e moindre (at-
tention toutefois au fait que le coût de calcul d'un crit�ere est plus qu'exponentiel
en son ordre).

Une solution de bon sens, mais laissant peu d'espoir de quanti�er correcte-
ment les probabilit�es de fausse alarme et de d�etection (on pourra tout au plus
les borner grossi�erement), consiste �a s�electionner une liste de x candidats grâce
un crit�ere du premier ordre utilisant un seuil S1 assez faible; �a ra�ner cette
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s�election grâce �a un crit�ere du second ordre appliqu�e �a l'ensemble des paires
de candidats avec un seuil S2 plus �elev�e; et ainsi de suite jusqu'�a un ultime
ra�nement grâce �a un crit�ere d'ordre r appliqu�e aux r�uplets de candidats
restant, avec un seuil Sr correspondant au ratio Pdet

Pfa
souhait�e. La probabilit�e

de d�etection d�epend de tous les seuils S1:::Sr. Ce que doivent être les rapports
de grandeur entre ces seuils est encore peu clair pour moi...

Utilisation de l'information souple dans ce même algorithme

On pourra relire la section 3.1 pour se rem�emorer les notations et leur signi-
�cation.

On re�coit donc un ensemble de signaux r�eels, que l'on dispose dans une
matrice L = (aij)i=1:::N;j=1:::n. Si l'on note Pr(� = bj� = a) la probabilit�e pour
que le bit envoy�e vaille b si le r�eel a est mesur�e, nous avons, avec A = N0

2E :

Pr(� = 0j� = a) =
ea=A

2 cosh(a=A)
Pr(� = 1j� = a) =

e�a=A

2 cosh(a=A)

La matrice binaire X des mots re�cus est telle que Xij = 0 si et seulement
si aij > 0. En e�et la probabilit�e pour que le bit envoy�e soit Xij ainsi d�e�ni si

aij est mesur�e vaut alors
ejaj=A

2 cosh(a=A) >
1
2 (la probabilit�e pour que Xij soit une

mauvaise d�ecision, c.a.d. une erreur, vaut donc e�jaj=A
2 cosh(a=A) <

1
2 ).

L'algorithme B g�en�erateur de candidats sera le même que pour le cas dur.
C'est �a dire qu'il cherchera des moments de poids de Hamming faible en tra-
vaillant sur la matrice binaire Xt.

Grâce �a l'information souple, il sera possible de rendre le crit�ere plus dis-
criminant. Tous les r�esultats �enonc�es pr�ec�edemment sont encore valables, mais
l'information souple permet un calcul plus pr�ecis de l'une des probabilit�es men-
tionn�ees, ainsi que le montre le lemme suivant.

Lemme 5 Si le signal (a1:::an) est re�cu, et que l'on consid�ere que le mot binaire
re�cu vaut (x1:::xn) avec xj = 0 si et seulement si aj > 0, alors la probabilit�e
pour que l'erreur (dure) de transmission, induite par cette d�ecision, soit de poids
pair sur le support d'un mot h vaut:

1 +
Q

j2supp(h) tanh
jaj j
A

2

D�emonstration: Restreignons-nous au support de h, et supposons wt(h) = w.

Le canal �etant sans m�emoire, quel que soit le mot e (de longueur w)
consid�er�e, la probabilit�e pour que l'erreur de transmission (sur le support
de h) soit �egale �a e vaut:

Pr(� = e) =
Y

j=ej=1

e�jajj=A

2 cosh(aj=A)

Y
j=ej=0

ejaj j=A

2 cosh(jaj j=A)

=
e
P

j2supp(h)(�1)ej jajj=A

2w
Q

j2supp(h) cosh(aj=A)
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Soit E l'ensemble des mots de support inclus dans le support de h, E0

le sous-ensemble de E constitu�e des mots de poids poids pair, et E1 son
compl�ement. La probabilit�e recherch�ee vaut

P
e2E0

Pr(� = e).

Or on a:

Y
j2supp(h)

(ejaj j=A + e�jaj j=A) =
X
e2E

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A

=
X
e2E0

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A +
X
e2E1

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A

Y
j2supp(h)

(ejaj j=A � e�jaj j=A) =
X
e2E

(�1)wt(e)e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A

=
X
e2E0

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A �
X
e2E1

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A

Donc

Y
j2supp(h)

(ejaj j=A + e�jaj j=A) +
Y

j2supp(h)
(ejaj j=A � e�jaj j=A)

= 2w

0
@ Y
j2supp(h)

cosh(jaj j=A) +
Y

j2supp(h)
sinh(jaj j=A)

1
A

= 2
X
e2E0

e
P

j2supp(h)(�1)ej jaj j=A

La probabilit�e recherch�ee vaut donc:

Q
j2supp(h)

cosh(
jaj j
A ) +

Q
j2supp(h)

sinh(
jaj j
A )

2
Q

j2supp(h)
cosh(

jaj j
A )

=

1 +
Q

j2supp(h)
tanh(

jaj j
A )

2

�

Corollaire 15 La probabilit�e pour que l'erreur de transmission e v�eri�e hh; xi =
hh; ei vaut:

1 +
Q

j2supp(h) tanh
aj
A

2

D�emonstration: La probabilit�e recherch�ee vaut
1+(�1)hh;xiQj2supp(h) tanh

jaj j
A

2 .
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Or, par parit�e de la tangente:Y
j2supp(h)

tanh
aj
A

=
Y

j2supp(h)
sgn aj tanh

jaj j
A

=
Y

j2supp(h)
(�1)xj tanh jaj j

A
= (�1)hh;xi

Y
j2supp(h)

tanh
jaj j
A

�

Pour pro�ter de l'information souple, il s'agit donc de modi�er Pd(h; y�) (et
par suite 
(S)) en cons�equence; si l'on reprend le calcul de Pd(h; y�) en tenant
compte du lemme ci-dessus, on trouve que (avec y = (y10jy�) = (y1:::yN )):

Pd(h; y�) =

2�(N�s)
 
1� 2�k + 2�k

NQ
i=1

 
1 + (�1)yi Q

j2supp(h)
tanh

jaij j
A

!!

(1�2�k)(2n�1) + 2�k
P

h02Fn?2

pQ
i=1

 
1� Q

j2supp(h0)
tanh

jaij j
A

!
sQ

i=p+1

 
1 +

Q
j2supp(h0)

tanh
jaij j
A

!

Et l'on ne saura malheureusement pas en calculer le d�enominateur. N�ean-
moins, si l'on ne tient compte de l'information souple que pour les positions en
dehors du code poin�conn�e, on trouve cette fois que:

Pd(h; y�) =

1� 2�k + 2�k
�
1� zwt(h)

�p �
1 + zwt(h)

�s�p NQ
i=s+1

 
1 + (�1)yi Q

j2supp(h)
tanh

jaij j
A

!

2N�s
�
(1� 2�k)(2n � 1) + 2�k

Pn
w=1

�
n
w

�
(1� zw)

p
(1 + zw)

s�p
�

Quantit�e que l'on saura calculer. On a alors:

Pd(h; y�)
Pf (h; y�)

=

1� 2�k + 2�k
�
1� zwt(h)

�p �
1 + zwt(h)

�s�p NQ
i=s+1

 
1 + (�1)yi Q

j2supp(h)
tanh

jaij j
A

!

1� 2�k + 2�k
2n�1

Pn
w=1

�
n
w

�
(1� zw)

p
(1 + zw)

s�p

L'ensemble 
(S) et donc la fonction �(S) = Pdet(S; 1; 1) sont alors plus
d�elicats �a calculer. Cela posera un probl�eme lorsque l'on voudra dimensionner
correctement les param�etres S, m et x, besoin �etant pour cela de connâ�tre la
fonction �(S).

On sait cependant que celle-ci est d�ecroissante et sup�erieure �a celle obtenue
sans tenir compte de l'information souple (car le crit�ere est dans ce cas moins
discriminant), ce qui pourra permettre d'e�ectuer un dimensionnement pessi-
miste; par ailleurs un dimensionnement par une m�ethode semi-empirique est
toujours possible.



160 CHAPITRE 4. CAS G�EN�ERAL: CONTRAINTE DU TEMPS

4.3.2 Cas g�en�eral

Un g�en�erateur de moments de poids faible impose �a hXt d'avoir une certaine
forme, et change la forme requise au �l des appels successifs. Il est �egalement

possible d'imposer une certaine forme �a la matrice

0
B@h1...
hr

1
CAXt et de g�en�erer ainsi

directement des r�uplets de mots h. Il est surtout possible de d�e�nir un ((post-
�ltrage)) sur les moments g�en�er�es en premi�ere main.

On g�en�ere ainsim1 mots h1:::hm1 , de même quem2 (0 � m2 �
�
m1

2

�
) couples

de mots choisis parmi ces m1 selon une certaine heuristique, ..., ainsi que mr

(0 � mr �
�
m1

r

�
) r�uplets de mots choisis parmi ces m1 selon une certaine

heuristique.
On adjugera alors pour la d�etection si au moins x1 mots parmi les m1 v�e-

ri�ent un certain crit�ere du premier ordre, et/ou si x2 couples parmi les m2

v�eri�ent un certain crit�ere du second ordre, ..., et/ou si xr r�uplets parmi les
mr v�eri�ent un certain crit�ere d'ordre r.

D'une mani�ere plus g�en�erale, si on appelle B(X) l'ensemble de tous les mots
g�en�er�es, de tous les couples s�electionn�es,... et de tous les r�uplets s�electionn�es,
on calculera une certaine fonction F de cet ensemble, qui approxime le rapport
Pr(B(�)=B(X)jH)
Pr(B(�)=B(X)) ; et l'on adjugera pour la d�etection si le r�esultat est sup�erieur

�a un certain seuil d�eterminant les probabilit�es de fausse alarme et de d�etection.
Les heuristiques et les crit�eres que j'ai exp�eriment�es ne permettent pas, suite

aux sophistications successives qu'ils ont subies, de calculer explicitement, ni
de borner de mani�ere satisfaisante, ces probabilit�es. Ils ne sont pas optimaux,
continuent et peuvent continuer encore longtemps �a �evoluer rapidement avec
l'exp�erience acquise. C'est pourquoi je ne donne ni l'historique de ces �evolutions,
qui exigerait une interminable argumentation, ni l'�etat pr�ecis auquel j'en suis
actuellement, dont la justi�cation s'appuie sur cet historique.

L'objectif, de garantir (empiriquement si n�ecessaire) un couple (Pfa; Pdet)
donn�e pour des r�egions de plus en grandes de l'espace des tests fn; k; �;Ng,
�a des coûts de plus en plus faibles, et par un algorithme sollicitant le moins
possible l'expertise de l'op�erateur, requiert une volumineuse �etude et des prises
de d�ecision associ�ees �a un contexte pr�ecis.

Cette th�ese consitue avant tout un point de d�epart et une base th�eorique pour
une telle �etude, ainsi qu'un recueil d'�el�ements qui devront y �gurer, mais elle
n'a pas correspondu �a une demande r�eelle qui en aurait d�elimit�e les fronti�eres;
et le r�esultat �nal ne constitue pas vraiment un ((produit �ni)).

4.3.3 Reconnaissance de longueur et de synchronisation

Nous supposerons maintenant que plusieurs hypoth�eses de longueur et de
synchronisation di��erentes sont �emises. Si l'on est sûr d'avoir le train binaire en
entier, les longueurs de code possibles sont les diviseurs de la longueur du train
binaire; et pour chaque longueur, on aura une unique hypoth�ese de synchroni-
sation.



4.3. D�ETECTION 161

Si en revanche on ne dispose que d'une partie (connexe) du train, toutes les
longueurs sont th�eoriquement possibles. Si l'on a une extr�emit�e de ce train (qu'il
s'agisse du premier ou du dernier bit), une seule hypoth�ese de synchronisation
par longueur su�t. Dans le cas contraire, pour chaque longueur n, n hypoth�eses
de synchronisation sont n�ecessaires.

Selon les cas, on aura donc un certain nombre l d'hypoth�eses H1 : : :Hl de
longueur et de synchronisation, chacune pouvant être pond�er�ee par une proba-
bilit�e a priori que nous noterons Pr(Hi jH). Si la longueur de l'hypoth�ese Hi

est n, s'il y a x (en g�en�eral x = 1 ou n) hypoth�eses de synchronisation asso-
ci�ees �a n, et si Pr(DnjH) est la probabilit�e a priori pour que la longueur de

l'hypoth�etique code soit n (cf. section 1.2.2), alors Pr(Hi jH) = Pr(DnjH)
x .

L'hypoth�ese H consiste �a dire que l'une de ces hypoth�eses est vraie. Si l'al-
gorithme d�ecide que H est vraie, il lui faudra ensuite chercher laquelle de ces
hypoth�eses est la plus probable. Il aura alors e�ectu�e ce que l'on a appel�e la
reconnaissance de longueur et de synchronisation.

Appelons X le train binaire e�ectivement intercept�e (il ne s'agit plus d'une
matrice mais d'un vecteur) et � la variable al�eatoire correspondante. Et pour
chaque hypoth�ese Hi, appelons ni la longueur de code correspondante, Ni le
nombre de mots re�cus correspondant,Xi la ni�Ni-matrice extraite deX comme
pr�econis�e par l'hypoth�ese Hi et �i la variable al�eatoire correspondante. On a
alors, pour tout X :

Pr(� = X jH) =
lX

i=1

Pr(Hi jH) Pr(� = X jHi)

Pr(� = X jH)
Pr(� = X)

=

lX
i=1

Pr(Hi jH)Pr(� = X jHi)

Pr(� = X)

Lorsque l'on extrait une matrice Xi de X , un certain nombre de bits sont
laiss�es �a part parce que n'entrant dans ancun mot de code entier. Nous suppo-
serons que ces bits sont ind�ependants et de probabilit�e 1=2 et l'on a dans ce cas
pour tout i:

Pr(� = X jHi)

Pr(� = X)
=

Pr(�i = XijHi)

Pr(�i = Xi)

Pour chaque i, on choisira alors un certain algorithme Bi qui g�en�erera un
ensemble Bi(Xi) de mots, de couples de mots... Et on d�eterminera la fonc-
tion Fi ad�equate qui �a tout ensemble B associe une approximation du rapport
Pr(Bi(�i)=BjHi)
Pr(Bi(�i)=B)

. On prendra garde bien entendu �a mâ�triser les coûts de calcul.

On calculera alors
Pl

i=1 Pr(Hi jH)Fi(Bi(Xi)).

L'algorithme d�ecidera que H est vraie si cette quantit�e est sup�erieure �a un
certain seuil. Si tel est le cas, l'hypoth�ese de longueur et de synchronisation que
l'on retiendra sera celle qui aura apport�ee la plus forte contribution (l'hypoth�ese
Hi telle que Pr(Hi jH)Fi(Bi(Xi)) est maximum).
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On pourrait être tent�e de tester les di��erentes hypoth�eses par ordre de lon-
gueur croissante, et de s'arrêter sitôt qu'une hypoth�ese s'av�ere cr�edible. Cepen-
dant, il est recommand�e, pour la reconnaissance de longueur et de synchronisa-
tion, de tester toutes les hypoth�eses sans exception. En e�et, il pourra arriver
dans de nombreux cas qu'une mauvaise hypoth�ese soit a priori cr�edible, par
exemple si elle ne di��ere de la bonne hypoth�ese que par une l�eg�ere erreur de
synchronisation; il sera en revanche tr�es rare, si le choix des Bi et Fi est fait
correctement, qu'elle paraisse plus vraisemblable que la bonne hypoth�ese. Pour
pr�evenir le risque de ne pas tester celle-ci, on les testera donc toutes.

Les cas les plus fr�equents (de mani�ere �ecrasante) de mauvaise reconnaissance
seront alors les erreurs de synchronisation (la longueur est quant �a elle plus facile
�a reconnâ�tre). Une telle erreur peut être d�etect�ee simplement apr�es la phase de
reconnaissance de code �a la forme de la matrice de parit�e obtenue. En e�et, si
la reconnaissance est de bonne qualit�e, cette matrice aura dans ce cas au moins
une colonne de 0 �a l'une de ses extr�emit�es, c.a.d. que le support du code dual
obtenu sera tronqu�e �a cette extr�emit�e; il sera alors facile de corriger l'erreur de
synchronisation et de r�ecup�erer les calculs d�ej�a e�ectu�es pour la reconnaissance
(qu'il faudra terminer avec la nouvelle hypoth�ese de synchronisation de mani�ere
�a compl�eter le support du code dual obtenu).

4.4 Reconnaissance de code

D�esormais, nous consid�erons comme acquis le fait que l'hypoth�ese H est
vraie, et que l'hypoth�ese de longueur et de synchronisation est la bonne, c.a.d.
le fait que les lignes de la matrice correspondent �a des mots de code erron�es.
Et nous supposons en outre que le code en question est de dimension comprise
entre kmin et kmax.

Il s'agit de reconstruire le code. Quel que soit l'algorithme choisi, il est rai-
sonnable de supposer qu'il pr�esente les caract�eristiques suivantes:

{ Il dispose d'un bu�er de candidats h pour être des mots du code dual
aliment�e par le g�en�erateur de moments de poids faible. Puisque nous serons
amen�es, nous allons le voir, �a calculer des combinaisons lin�eaires de ces
mots, lesquelles peuvent constituer de nouveaux candidats, nous aurons
�eventuellement d'autres sources d'alimentation de ce bu�er. Il sera de taille
limit�ee et devra être compos�e de candidats aussi bons que possible.

{ Un ou plusieurs candidats pour le code dual seront pr�esents en m�emoire
sous forme de listes de mots h (le candidat pour le code dual est d�e�ni
comme �etant l'espace vectoriel engendr�e par ces mots).

{ Tout candidat pour le code dual �evoluera au �l des calculs. A l'instant
initial, il vaudra l'espace vectoriel de dimension 0 (consitu�e uniquement
du mot nul); a l'instant �nal, il vaudra un espace vectoriel de dimension
comprise entre n � kmax et n � kmin. A un instant donn�e, sa dimension
sera donc un nombre r compris entre 0 et n� kmin.
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{ L'algorithme disposera d'une routine charg�ee d'incr�ementer d'une ou plu-
sieurs unit�es la dimension du candidat.

Par ailleurs, il parâ�t souhaitable que l'algorithme soit capable d'une part
de comparer la vraisemblance de deux candidats di��erents, d'autre part de d�e-
cr�ementer la dimension du candidat s'il semble qu'une mauvaise d�ecision ait �et�e
prise.

La vraisemblance d'un candidat de dimension courante r ne peut pas être
d�e�nie comme �etant la probabilit�e pour que ce candidat soit �egal au code dual,
puisque l'on sait que ce n'est pas le cas si r < n� kmax. Elle sera donc d�e�nie
comme �etant la probabilit�e pour qu'il soit inclus dans le code dual. Il s'agit donc
de pouvoir calculer une fonction monotone en cette probabilit�e.

Si h1:::hr sont r mots ind�ependants du candidats, cette probabilit�e est di-
rectement li�ee �a l'hypoth�ese H(h1:::hr) selon laquelle les lignes de la matrice
v�eri�aient toutes, avant transmission, chacune des relations de parit�e d�e�nies
par h1 : : : hr. Son calcul exact aura donc un coût plus qu'exponentiel en r.
Pour être plus pr�ecis, ce coût vaut approximativement NH2

rrn, ainsi que nous
l'avons vu en section 4.2.4, NH �etant d�e�ni comme �etant le nombre de colonnes
di��erentes dans la matrice HXt.

On d�e�nit alors rmax comme �etant la valeur maximale de r pour laquelle le
calcul exact soit acceptable, c.a.d. pour laquelle un coût inf�erieur �aNH2

rmaxrmaxn
est acceptable pour une sous-routine appel�ee un nombre polynomial en n de fois.
Et nous supposerons que le coût d'un d�ecodage relativement �a n'importe quel
code de longueur n, probl�eme que, suite �a la premi�ere partie de ce manuscrit,
on sait bien bien optimiser, est inf�erieur �a 2rmaxrmaxn (pour des longueurs n
trop grandes pour que le d�ecodage ait un coût acceptable, les codes ne seront
g�en�eralement pas d�etectables, donc encore moins reconnaissables).

Pour tout r > rmax, la vraisemblance d'une hypoth�ese H(h1:::hr) ne pourra
qu'être estim�ee. Nous verrons que d�es lors que r franchit ce seuil, il sera plus
int�eressant d'abandonner la repr�esentation de sous-codes du code dual, pour
passer �a celle de surcodes du code lui-même.

Les repr�esentants h1:::hr d'un candidat peuvent être a priori n'importe quels
mots lin�eairement ind�ependants, �el�ements de ce candidat. D�ecr�ementer la di-
mension d'un candidat ne doit donc pas consister simplement �a supprimer l'un
de ses repr�esentants, mais �a trouver, dans un cas id�eal, le sous espace vectoriel
de dimension r�1 inclus dans le candidat, de vraisemblance maximale. Ce sous
espace vectoriel peut tr�es bien ne contenir aucun des mots h1:::hr. Nous allons
voir en section 4.4.3 comment calculer (une repr�esentation de) ce sous-espace
vectoriel.
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4.4.1 Estimation d'une hypoth�ese sous contrainte de temps

Pour toute r � n-matrice H =

0
B@h1...
hr

1
CA, appelons PH la probabilit�e Pr(�N =

X jH(h1:::hr)) calcul�ee en section 4.2.2:

PH = 2�nN
NY
i=1

X
b2Fr2

(�1)hb;xiHtizwt(bH)

Et pour tout b 2 Fr2, soient NH;b le nombre de colonnes de HXt �egales �a bt et

pH;b la quantit�e
P

b02Fr2(�1)
hb0;bizwt(b

0H) (on a ainsi PH = 2�nN
Q

b2Fr2 pH;b
NH;b).

Il su�t donc d'estimer les di��erents pH;b pour b
t parcourant l'ensemble des

colonnes de HXt, donc pour NH valeurs distinctes de b. Le coût de l'estimation
de pH;b doit être au plus 2rmaxrmaxn, et l'on suppose r > rmax.

On ne pourra donc pas faire la sommation sur tous les b0. Mais l'on sait
(corollaire 10) que si x est tel que Hxt = bt, et si d = minc2hh1:::hri? wt(x+c) (d

aura la même valeur pour tout x v�eri�antHxt = bt), alors pH;b > 2r�d(1��)n�d.
Cette minoration constituera l'estimation recherch�ee. On d�ecodera donc,

relativement au code hh1 : : : hri? un mot de syndrôme b (un mot x tel que
Hxt = bt). Le poids du coset leader obtenu est le nombre d recherch�e. On
d�e�nit alors les approximations ~pH;b = 2r�d(1� �)n�d, et:

~PH = 2�nN
Y
b2Fr2

~p
NH;b

H;b

En somme, lorsque r est trop grand, la m�ethode consiste en quelque sorte �a
abandonner la repr�esentation duale pour travailler avec une repr�esentation non
duale du code candidat.

4.4.2 Incr�ementation de la dimension courante

Soit H =

0
B@h1...
hr

1
CA une repr�esentation du candidat span(h1:::hr) = span(H)

courant.
Deux possibilit�es se pr�esentent pour incr�ementer la dimension du candidat.
La premi�ere consiste �a trouver un mot h dans le bu�er, n'appartenant pas �a

span(H), qui, dans un cas id�eal, maximise la vraisemblance de span(h1:::hr; h).
Il est �egalement possible de calculer la vraisemblance d'un nombre inf�erieur �a la
taille du bu�er de candidats choisis al�eatoirement. L'int�erêt est que la proc�edure
est plus rapide et non d�eterministe. Supposons pour simpli�er que l'on doive
parcourir le bu�er entier.

Il nous faut un test d'appartenance �a span(H). Pour cela, on calculera une
matrice G duale de H . Et l'on a alors, pour tout h:

h 2 span(H), Ght = 0
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On marquera tous les h du bu�er appartenant �a span(H).

Soit alors, pour tout h 62 span(H), Hh =

0
BBB@
h1
...
hr
h

1
CCCA. On calculera PHh

.

Si l'on a calcul�e PHh
, il est alors inutile de calculer PHh0 pour h

0 2 span(Hh).
On marquera donc �egalement les h0 du bu�er appartenant �a span(Hh). Remar-
quons que l'on a:

h0 2 span(Hh), (Gh0t = 0 ou Gh0t = Ght)

On calculera successivement les vraisemblances PHh
pour les h non marqu�es

sachant que l'on a d�ej�a calcul�e ou estim�e PH . Or:

PHh
= 2�nN

NY
i=1

X
b2Fr+12

(�1)hb;xiHt
hizwt(bHh)

= 2�nN
NY
i=1

X
b2Fr2

�
(�1)hb;xiHtizwt(bH) + (�1)hb;xiHti+hxi;hizwt(bH+h)

�

= 2�nN
NY
i=1

0
@pH;xiHt + (�1)hxi;hi

X
b2Fr2

(�1)hb;xiHtizwt(bH+h)

1
A

Si r � rmax, PH a �et�e calcul�e, donc les termes ont �et�e m�emoris�es. Il manque
la moiti�e des termes, c.a.d. que pour compl�eter le calcul, il su�ra de calculer les
sommes (�1)hxi;hiPb2Fr2 (�1)

hb;xiHtizwt(bH+h).

Si r > rmax, PH n'a �et�e qu'estim�ee. Le code hh1 : : : hr; hi? est un sous-
code de hh1 : : : hri?. Si le mot du code hh1 : : : hri? obtenu par d�ecodage de xi
appartient �egalement �a hh1 : : : hr; hi?, l'estimation de pH;xiHt

h
sera la même que

celle de pH;xiHt ; sinon il faudra calculer cette estimation.
Finalement, on choisira le h qui aura maximiser PHh

.
La deuxi�eme possibilit�e ne n�ecessite pas la consultation du bu�er. Elle peut

s'av�erer plus int�eressante que la premi�ere en �n de reconnaissance lorsque la
dimension ne doit plus être incr�ement�ee que d'une unit�e ou deux.

En e�et, il arrive souvent lors de cette phase, que le bu�er ne contienne pas
de mots du dual n'appartenant pas d�ej�a aux candidats, les particularit�es com-
binatoires des objets consid�er�es et des r�egions explor�ees dans le temps imparti
�etant telles que seuls les moments correspondant aux �el�ements d'un sous-espace
vectoriel strict du code dual aient �et�e d�etect�es.

Supposons donc que la dimension courante du candidat pour le code dual
soit r > rmax. A ce stade, on ne dispose pas seulement d'une base (h1:::hr)
de ce candidat, mais �egalement d'un ensemble de N mots (c1:::cN ) obtenus
par d�ecodage des mots re�cus (x1:::xN ) relativement au code hh1:::hri?, suppos�e
contenir strictement le code recherch�e.
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Si l'on incr�emente la dimension de hh1:::hri en y ajoutant un mot h, il faudra
calculer un nouvel ensemble (c01:::c

0
N ) inclus dans hh1:::hr; hi?. Pour tout i, si

hh; cii = 0, alors c0i = ci, sinon, il faut trouver c
0
i 2 hh1:::hr; hi? proche de xi.

Mais puisque hh1:::hr; hi? � hh1:::hri?, on a d(c0i; xi) � d(ci; xi).

Il parâ�t int�eressant d�es lors de d�ecoder par liste: lorsque l'on d�ecode xi re-
lativement �a hh1:::hri?, on ne renvoie pas seulement le mot ci optimal mais
l'ensemble des mots de hh1:::hri? trouv�es en cours de d�ecodage �a distance inf�e-
rieure �a un seuil dS de xi. dS devra être proche de n� , le nombre moyen d'erreur
de transmission par mot.

Vers la �n de la reconnaissance, si le candidat est bien inclus dans le code
dual, l'ensemble (c1:::cN ) sera sûrement tr�es proche de l'ensemble que l'on ob-
tiendrait par d�ecodage avec le bon code, les surcodes de celui-ci de dimension
pas trop sup�erieure �a la bonne dimension ne contenant probablement pas de
mots plus proches des xi que les mots de code transmis.

Il existe donc un ensemble tr�es proche de (c1:::cN ) de dimension au plus k.
R�eduire la dimension de hc1:::cN i �a un nombre au plus �egal �a n � r � 1 est
�equivalent �a incr�ementer celle de hh1:::hri.

La dimension de hc1:::cN i est au plus n� r. On cherchera un sous-ensemble
J de f1:::Ng de cardinal maximal, tel que la dimension de hcj ; j 2 Ji soit au
plus n� r�1. Et l'on d�ecodera les mots xj pour j 62 J relativement au nouveau
code hcj ; j 2 Ji.

On pourra ainsi calculer la vraisemblance d'un nouveau candidat, si elle
est satisfaisante, on calculera un mot h �el�ement du dual du nouveau code, et
n'appartenant pas �a hh1:::hri. Sinon, on essaiera un autre sous ensemble J de
f1:::Ng v�eri�ant la propri�et�e requise.

Si l'on ne parvient pas ainsi �a obtenir une incr�ementation satisfaisante, c'est
sans doute que la reconnaissance est termin�ee.

4.4.3 D�ecr�ementation de la dimension courante

Soit H =

0
B@h1...
hr

1
CA une repr�esentation du candidat span(h1:::hr) = span(H).

S'il s'agit de d�ecr�ementer la dimension de ce candidat, c'est que PH a �et�e calcul�ee
ou estim�ee et ne s'est pas av�er�ee satisfaisante. Nous voudrions alors, dans un
cas id�eal, trouver le sous espace vectoriel de dimension r� 1 de ce candidat qui
est le plus vraisemblablement inclus dans le code dual.

Or il existe une relation biunivoque entre l'ensemble des sous espaces vec-
toriels de dimension r � 1 de span(H) qui est de cardinal 2r � 1 (cf. [LN83],
p. 455) et l'ensemble des vecteurs binaires non nuls de longueur r. On peut par
exemple consid�erer la relation suivante qui est clairement biunivoque: pour tout

v 2 Fr2 non nul, l'ensemble Sv
def
= fbH ; b 2 Fr2=hb; vi = 0g est un sous espace

vectoriel de dimension r � 1 de span(H).

Pour tout v 2 Fr2, on d�e�nit une (r � 1) � r-matrice Mv g�en�eratrice de
l'ensemble fbH ; b 2 Fr2=hb; vi = 0g de la mani�ere suivante (v est une 1 � r
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matrice de parit�e de cet ensemble): Soit i l'index de la derni�ere position non
nulle de v, et soit v0 2 Fr�12 le vecteur obtenu �a partir de v en supprimant la
position i, la i�eme colonne de Mv vaudra v0t, les r � 1 autres colonnes de Mv

constitueront une matrice diagonale. La (r�1)�n-matriceMvH constitue alors
une repr�esentation de Sv.

Il s'agit donc de trouver ~v 2 Fr2 tel que la probabilit�e pour que S~v soit inclus
dans le code dual soit maximale, donc tel que PM~vH soit maximal.

Proposition 27 Pour tout v 2 Fr2 et tout b 2 Fr2, on a:

pMvH;bMt
v
=

pH;b + pH;b+v
2

D�emonstration: Par d�e�nition de pMvH;Mvb, on a:

pMvH;Mvb =
X

b02Fr�12

(�1)hb0;Mvbizwt(b
0MvH) =

X
b02Fr�12

(�1)hb0Mv;bizwt(b
0MvH)

Or fb0Mv; b
0 2 Fr�12 g = fb0 2 Fr2=hb0; vi = 0g, donc:

pMvH;Mvb =
X

b02Fr2=hb0;vi=0
(�1)hb0;bizwt(b0H)

Par ailleurs, on a:

pH;b =
X
b02Fr2

(�1)hb0;bizwt(b0H)

=
X

b02Fr2=hb0;vi=0
(�1)hb0;bizwt(b0H) +

X
b02Fr2=hb0;vi=1

(�1)hb0;bizwt(b0H)

pH;b+v =
X
b02Fr2

(�1)hb0;b+vizwt(b0H)

=
X

b02Fr2=hb0;vi=0
(�1)hb0;bizwt(b0H) �

X
b02Fr2=hb0;vi=1

(�1)hb0;bizwt(b0H)

On en d�eduit la proposition. �

Proposition 28 Pour tout v 2 Fr2, on a:

PMvH = 2�nN
Y
b2Fr2

�
pH;b + pH;b+v

2

�NH;b
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D�emonstration: On a:

PMvH = 2�nN
Y

b2Fr�12

pMvH;b
NMvH;b

On sait que vM t
v = 0, donc pour tout b 2 Fr2 on a bM t

v = (b + v)M t
v. Si

on �enum�ere les bM t
v 2 Fr�12 pour b 2 Fr2, on comptera deux fois chaque

�el�ement de Fr�12 .

On en d�eduit que
Q

b2Fr2 pMvH;bMt
v

NMvH;bMt
v = (2nNPMvH)

2.

Or NMvH;bMt
v
= NH;b +NH;b+v car, quel que soit x 2 Fn2 , on a:

(MvH)xt =Mvb
t , (Hxt = bt ou Hxt = (b+ v)t)

Donc:

(2nNPMvH)
2 =

Y
b2Fr2

pMvH;bMt
v

NH;b+NH;b+v

=
Y
b2Fr2

�
pH;b + pH;b+v

2

�NH;b+NH;b+v

=
Y
b2Fr2

�
pH;b + pH;b+v

2

�NH;b Y
b2Fr2

�
pH;b + pH;b+v

2

�NH;b+v

=

0
@Y
b2Fr2

�
pH;b + pH;b+v

2

�NH;b

1
A2

Les quantit�es en jeu �etant toutes positives, on en d�eduit l'�egalit�e propos�ee.
�

Nous sommes maintenant mieux pr�epar�e �a trouver ~v 2 Fr2 tel que PM~vH soit
maximale.

Supposons d'abord que r � rmax, tout calcul de coût inf�erieur �a NH2
rrn

est alors envisageable. Si un calcul de coût 22rrn l'est aussi, on mettra alors en
m�emoire tous les pH;b (b 2 Fr2) (remarquons que puisque r � rmax, PH a �et�e
calcul�e, ainsi qu'une partie des pH;b, si ce n'est tous, il semble opportun de les
m�emoriser �a ce moment).

Pour trouver ~v 2 Fr2 qui maximise le produit
Q

b2Fr2(pH;b + pH;b+v)
NH;b , on

pourra donc tester chaque v 2 Fr2, le coût de calcul dudit produit �etant alors
major�e par NH additions et multiplications.

Si le coût maximal est compris entre NH2
rrn et 22rrn, on se reportera au

cas r > rmax ou bien on proc�edera comme suit.
On dispose en tout cas de NH des pH;b, suite au calcul de PH . On estimera

les autres et l'on mettra tout cela en m�emoire. Il sera alors encore envisageable
de tester chaque v 2 Fr2, le coût de l'estimation de

Q
b2Fr2 (pH;b + pH;b+v)

NH;b
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�etant major�e par NH additions et multiplications (on ne s'occupe pas des b tels
que NH;b = 0).

Supposons maintenant r > rmax, tout calcul de coût sup�erieur �a M2rrn est
alors inenvisageable. En particulier, PH n'a pu être qu'estim�e.

Tant que le nombre total de pH;b estim�es est tr�es inf�erieur �a 2
r, les collisions

sont peu probables et chaque v que l'on voudra tester demandera l'estimation
d'environ N nouveaux pH;b. La proposition 28 ne peut donc pas rendre le test
d'un v beaucoup moins coûteux que l'estimation de PH ; le calcul direct, d'ordre
r � 1, de PMvH parâ�t donc pr�ef�erable.

Il s'agira de toute fa�con de limiter le nombre des tests. Appelons ~v le v
optimal que nous aimerions trouver. De part la forme de la matriceM~v, les mots
hi (1 � i � r) �gurent en ligne dans la matriceM~vH si et seulement ~vi = 0 . On
en d�eduit, puisque ~v est optimal, que les sous-espaces vectoriels que l'on peut
former avec les combinaisons lin�eaires des mots hi tels que ~vi = 0 pr�esentent
une vraisemblance en principe plus �elev�ee que celles que l'on obtiendrait en y
m�elant des hi tels que ~vi = 1.

Le calcul des vraisemblances de candidats span(hj ; j 2 J) (J � f1:::rg) peut
donc apporter de l'information sur la valeur de ~v.

On appliquera une proc�edure d'incr�ementation (non d�eterministe) pour trou-
ver un sous-ensemble J maximal de f1:::rg ayant une forte vraisemblance; et
l'on testera le v de support le compl�ementaire de J . On r�ep�etera l'op�eration un
certain nombre de fois et l'on gardera le meilleur v.

Si ~v est �nalement le r�uplet retenu, on calculera, si ce n'est d�ej�a fait, la
repr�esentationM~vH et la vraisemblance du nouveau candidat. Si cette vraisem-
blance est satisfaisante on passera la main �a l'incr�ementation, sinon on d�ecr�e-
mentera �a nouveau.

4.4.4 Exemple d'algorithme

L'algorithme dispose d'un bu�er de taille T aussi �elev�ee que le permet la
m�emoire disponible, contenant des couples (h; hXt), et initialement vide.

Nous supposerons qu'un g�en�erateur de moments de poids faibles tourne en
permanence sur un processeur parall�ele, et alimente le bu�er chaque fois qu'il
trouve un couple (h; hXt) de vraisemblance (1�zwt(h))wt(hXt)(1+zwt(h))N�wt(hX

t)

sup�erieure �a un seuil S assez bas pouvant être mis �a jour une fois le bu�er plein.

Les �el�ements du bu�er sont tri�es de deux mani�eres di��erentes: par ordre
lexicographique sur h et par vraisemblance d�ecroissante. Lorsque le bu�er doit
être lib�er�e de l'un de ses �el�ements pour laisser la place �a un nouveau, on choisit
celui qui minimise la vraisemblance.

On consid�ere n�kmin familles Fi (i = 1:::n�kmin) de candidats. Pour chaque
i, la famille Fi contient un nombre mi de candidats de dimension i. On calcule
la vraisemblance de chaque candidat. Les candidats sont initialement vides. Les
couples (h; hXt), combinaisons lin�eaires d'�el�ements du bu�er, g�en�er�es par les
calculs de vraisemblance viennent eux aussi alimenter le bu�er. Par ailleurs, par
souci d'�economie, les calculs de vraisemblance puisent dans le bu�er, lorsqu'ils
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y �gurent, les couples (h; hXt) dont ils ont besoin (ceci justi�e le tri par ordre
lexicographique et la grande taille du bu�er).

Pour i � rmax, un candidat H 2 Fi est repr�esent�e par la totalit�e des couples
(h; hXt) avec h 2 H , les i premiers couples (h1; h1X

t):::(hi; hiX
t) �etant tels que

h1:::hi constitue une base sous forme �echelon du candidat.
Pour i � rmax, un candidat H 2 Fi est repr�esent�e par une base (h1:::hi) sous

forme �echelon, et pour tout j = 1:::N , par un ensemble Cj
i de mots de hh1:::hii?

�a distance inf�erieure �a Kin� de xj , Ki sera proche de 1 et sera �a param�etrer
(pour i = rmax, les deux repr�esentations sont utilis�ees).

Le bu�er peut être consid�er�e comme �etant la famille F1. Toute famille Fi est
tri�ee par vraisemblance (calcul�ee ou estim�ee) d�ecroissante.

Pour construire un nouveau candidat dans Fj (j � 2), on choisit simplement
un �el�ement de Fj�1 de mani�ere al�eatoire pond�er�ee par la vraisemblance et, de la
même mani�ere, un �el�ement de F1 n'appartenant pas au pr�ec�edent. Les familles
sont continuellement mises �a jour, leurs �el�ements les moins vraisemblables �etant
lib�er�es au fur et �a mesure.

Au bout d'un e�ort de calcul param�etrable, raisonnable mais en rapport avec
la di�cult�e du probl�eme (d�ependant de n et de �), on arrête les mises �a jour. On
essaye alors d'incr�ementer par la deuxi�eme m�ethode la dimension des candidats
de dimension sup�erieure ou �egale �a n � kmax � 3. Finalement, on retourne le
candidat de dimension comprise entre n � kmax et n � kmin qui maximise la
vraisemblance.

Conclusion

Ce long chapitre termine notre �etude. Il y est d�e�ni une solution aux pro-
bl�emes pos�es, valable pour une part importante des ((cas r�eels)). Ou plutôt, nous
avons vu en quoi devait consister une telle solution, nous avons fait l'inventaire
des outils �a utiliser, des dangers �a �eviter et nous avons illustr�e ces consid�era-
tions par des exemples d'algorithmes... Mais les ((cas r�eels)) sont sp�eci�ques �a
un contexte, les solutions d�ependront �egalement de la puissance de calcul dis-
ponible, et nous ne saurions proposer une solution g�en�erale.

Pour �naliser un produit, les exemples d'algorithmes que nous avons donn�es
pourraient s'av�erer su�sants, �a condition toutefois de dimensionner convenable-
ment tous les param�etres laiss�es en suspens. Pour ce faire, la th�eorie se r�ev�ele
inad�equate, l'observation, le bon sens et l'intuition permettant d'am�eliorer les
algorithmes �a une vitesse trop �elev�ee pour que la th�eorie suive.

L'impl�ementation des algorithmes et le dimensionnement des param�etres
n�ecessiteront une �etude et une batterie de tests volumineuses, qui ne rel�event
gu�ere de la science. Cependant, tout est donn�e ici pour les mener �a bien.

Les impl�ementations test�ees, correspondent au cas d�efavorable o�u l'erreur de
transmission est r�epartie de mani�ere homog�ene sur le train binaire, o�u le code
utilis�e est al�eatoire ainsi que les messages �a encoder et o�u l'on ne connâ�t ni
la longueur ni la synchronisation. Il s'est av�er�e que la probabilit�e de d�etecter
une structure dans le train binaire en moins de quelques dizaines de secondes
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de calcul, et avec une probabilit�e de fausse alarme (empirique) n�egligeable, est
assez �elev�ee (> 90%) dans les conditions suivantes:

Le code doit être de longueur inf�erieur �a 1000. Les mots de code doivent
contenir en moyenne moins deK(R) erreurs,K(R) d�ependant du taux de codage
et ne d�ependant pas ou tr�es peu de la longueur. On a relev�e les valeurs suivantes:
K(0:2) � 6, K(0:5) � 3, K(0:8) � 1:5.

La probabilit�e de reconnâ�tre le code semble suivre la même r�egle avec des
valeurs di��erentes pour K(R): K(0:2) � 3:5, K(0:5) � 2:2, K(0:8) � 1:2.

L'erreur la plus fr�equente porte sur la dimension du code reconnu: Il manque
une relation de parit�e.
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Conclusion

Nous avons mis en perspective les di��erents probl�emes pos�es par la d�etection
et la reconnaissance de code. On en viendra �a bout de mani�ere d'autant plus sûre
que l'on a une bonne connaissance des probabilit�es a priori auxquelles ob�eissent
les sources possibles du train binaire.

Nous avons montr�e que la r�eduction de rang, probl�eme plus simple (car on
suppose que la longueur, la synchronisation et la dimension ne peuvent prendre
qu'une valeur) que la d�etection optimale ou la reconnaissance �a maximum de
vraisemblance de code �etait NP-complet.

De fait, on ne saura r�esoudre ces probl�emes qu'�a la condition que le nombre
moyen d'erreurs a�ectant un mot de code soit major�e par une constante (ne
d�ependant pas de n).

On a tr�es peu parl�e du fait qu'il est souhaitable de travailler sur une portion
((propre)) du train binaire, et de la d�etection ou de la reconnaissance dans le
cas o�u le train binaire est d�epourvu d'erreur. Dans ce cas de toute fa�con, le
probl�eme pos�e est trivial.

Il n�ecessite cependant de consid�erer une portion connexe et d�epourvue d'er-
reurs du train binaire, de longueur �evoluant comme le carr�e de la longueur de
bloc du code utilis�e. Or les codes lin�eaires binaires utilis�es pr�esentent g�en�era-
lement une longueur de bloc sup�erieure �a 100 (ce qui rend le probl�eme fort
di��erent de la d�etection de code convolutif). Et il est alors fort peu probable
qu'une portion connexe du train binaire de longueur convenable soit totalement
d�epourvue d'erreur.

Si l'on consid�ere que le train binaire est entâch�e d'un petit nombre d'er-
reurs, la longueur de train binaire n�ecessaire pour r�esoudre le probl�eme est alors
augment�ee, ainsi par cons�equent que le nombre d'erreurs, et ainsi de suite... Fi-
nalement, il faudra bien se ramener au cas o�u l'on consid�ere un nombre moyen
d'erreurs par mot de code.

Une �etude relevant de la th�eorie des codes reste �a faire: la reconnaissance
de structure dans un code reconnu: s'agit-il d'un code de Goppa, d'un BCH
raccourci ou poin�conn�e...? Peut-on s'en rendre compte par simple examen d'une
matrice g�en�eratrice?

Les codes q-aires, avec q une puissance de 2, sont souvent utilis�es sous forme
de codes �etal�es (un symbôle q�aire, avec q = 2m, est transmis sous forme de
m bits, le code �etal�e est un code lin�eaire binaire). Pour des erreurs r�eparties de
mani�ere homog�ene sur les bits, ils sont g�en�eralement moins int�eressants que les
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codes binaires, mais ils permettent de corriger les ((bursts)) d'erreur, lesquels se
concentrent sur un nombre restreint de symbôles q�aires reconstitu�es �a partir
des bits, et sont en outre rapidement d�ecodables. Pour ces raisons les codes
utilis�es sont souvent des codes �etal�es.

Le code reconnu est-il un code �etal�e? Quelle est la taille de l'alphabet, la
synchronisation des symbôles ? Le code q�aire correspondant est-il un code
g�eom�etrique, un Reed-Solomon g�en�eralis�e...

Il est possible d'apporter une r�eponse (par un algorithme) �a la plupart de ces
questions (je ne l'ai pas fait moi-même part manque de temps). Elles rel�event
�egalement du probl�eme de d�etection et de reconnaissance de code. Elles de-
mandent une certaine expertise en th�eorie des codes, et un �etudiant de troisi�eme
cycle sp�ecialis�e dans ce domaine pourra en quelques mois de travail r�esoudre un
certain nombre d'entre elles...

En�n, un probl�eme d'int�erêt majeur, pour que la d�etection et la reconnais-
sance puissent capturer une part beaucoup plus importante des cas r�eels, serait
de pouvoir traiter le cas des codes entrelac�es.

Il m'a sembl�e que le cas g�en�eral �etait hors de port�ee de l'informatique: l'en-
trelacement porte sur de grandes longueurs de train binaire, il doit être invers�e
avant la d�etection, or je n'ai trouv�e aucune heuristique reconstruisant en temps
raisonnable le bon entrelacement et le nombre de possibilit�es exc�edent les com-
plexit�es algorithmiques acceptables... Et même si l'on pouvait reconstituer des
mots de code, d'une part ceux-ci seraient dans un ordre al�eatoire, d'autre part,
et c'est plus ennuyeux, on ne pourrait reconnâ�tre le code que modulo ses per-
mutations.

Une solution peu satisfaisante pourrait consister �a faire l'inventaire des en-
trelacements normalis�es et �a tester ces derniers, ou bien �a consid�erer une famille
d'entrelacements particuliers... Peut-être y-aurait-il quelque fructueuse m�ethode
si l'on abandonnait l'hypoth�ese que les bits de la source valent 0 ou 1 avec la
même probabilit�e et sont ind�ependants...
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Conclusion g�en�erale

Il a �et�e question de d�ecodage dans un premier temps, puis de d�etection et
de reconnaissance, le tout appliqu�e exclusivement aux codes lin�eaires binaires,
et sans accorder de traitement particulier �a quelqu'un d'entre eux.

Shannon a d�etermin�e l'e�cacit�e maximale d'un codage de canal (fonction du
canal, du taux de codage et de la longueur de code); il s'av�ere qu'elle co��ncide
avec l'e�cacit�e moyenne pour une plage importante des param�etres. Il parâ�t
donc peu probable que l'on puisse d�e�nir une famille de codes lin�eaires binaires
�a taux constant, combinatoirement exceptionnels, qui o�rent un pouvoir de cor-
rection sup�erieur �a la moyenne.

En dehors du troisi�eme chapitre, l'�etude entreprise sur le d�ecodage est une
synth�ese qui devrait amener le lecteur �a se convaincre que la correction d'erreur
se repose sur les propri�et�es ((banales)) des codes lin�eaires binaires, et non sur des
exceptions combinatoires, et que si les exceptions combinatoires �etudi�ees par
les math�ematiciens permettent de d�e�nir des algorithmes de d�ecodage e�caces,
elles o�rent en revanche un pouvoir de correction d'erreur g�en�eralement inf�erieur
�a celui qu'ont les codes aux propri�et�es combinatoires moyennes, et qui sont
di�ciles �a d�ecoder.

Cette �etude permettra aussi au lecteur de s'approprier les techniques algo-
rithmiques permettant de r�eduire la complexit�e du d�ecodage de codes lin�eaires
binaires al�eatoires, et de mesurer la complexit�e minimale de la r�esolution de ce
probl�eme par les techniques connues �a ce jour. On constate encore la sup�eriorit�e
de l'al�eatoire, auquel les algorithmes les plus e�caces ont largement recours.

Le troisi�eme chapitre, traitant du d�ecodage souple, apporte quant �a lui des
�el�ements introuvables dans la litt�erature, et montrent le double int�erêt de l'in-
formation souple: augmenter le pouvoir de correction et r�eduire la complexit�e
du d�ecodage. Les perspectives ouvertes par les solutions propos�ees au d�ecodage
souple quasi-optimal sont importantes car les transmissions num�eriques les plus
courantes pourraient en b�en�e�cier.

Nous avons ensuite �etudi�e les probl�emes de d�etection et de reconnaissance.
L'�etude probabilistique sous-jacente, malgr�e les e�orts d�eploy�es pour la clari�er
et la ponctuer de consid�erations �a la lecture moins fatigante, est volumineuse
et trouble. Il est apparu plus int�eressant de la corroborer par des simulations
que de la rendre parfaitement consistante (et du même coup beaucoup plus
volumineuse).

Bien que tr�es di��erents du d�ecodage, nous avons vu que la r�esolution opti-
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male de ces probl�emes exigeait des techniques algorithmiques tr�es proches de
celles utilis�ees pour le d�ecodage (diagonalisations, poin�connage, s�eparation des
syndrômes, tris, bô�tes...). Par ailleurs, la reconnaissance de code utilise abon-
damment le d�ecodage par les codes candidats.

Ces deux probl�emes sont d'autant plus di�ciles que le code utilis�e est long.
Les solutions propos�ees fonctionnent parfaitement, en temps raisonnable, et avec
des probabilit�es de d�etection et de fausse alarme acceptables, tant que le nombre
moyen d'erreurs par mot de code reste major�e par un certain nombre (d�ecrois-
sant avec le taux de codage, depuis quelques unit�es jusqu'�a z�ero), ind�ependant
de la longueur.

Une fois encore, le non-d�eterminisme et le pseudo-al�ea sont primordiaux et
irr�eductibles pour une bonne r�esolution de ces probl�emes. Cette th�ese illustre
donc de mani�ere assez �eloquente l'importance de l'al�ea, qui est actuellement au
coeur des sciences de l'informatique et de la complexit�e, et se r�ev�ele indispen-
sable ou du moins utile �a l'accomplissement automatis�e de bien des taches o�u
on ne l'attendait pas.
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Abstract

Three problems, related to the transmission of a numeric signal and
to error correcting codes, are treated. We only study the case of a binary
stream (possibly with soft information), and of binary linear codes.

The �rst and most usual one, the decoding problem, has been abun-
dantly treated in the past, and from very di�erent points of view. Our
main goal is the best possible utilization of the channel. The decoding
complexity comes immediately after.

For this reason, we study long general (random) binary linear codes,
which presents the best spectral properties, and their near-maximum-
likelihood decoding, nearing the lowest error rates while faster than com-
plete decoding.

The ambition of designing the fastest algorithm succeeding in such a
decoding has continually guided the bibliographical choices and the ap-
proach. Eventually, an algorithm is proposed which actually seems to be
the the fastest one so far.

On the other hand, the two other problems: the detection and the re-
cognition of a code, are original, very little literature having been hallowed
to them. They consist, observing a binary stream outcoming from a noisy
channel, in deciding wether a binary linear code has been used to carry
the signal (detection), and in case of positive decision, in determining the
code in question (recognition).

We prove the NP-completeness of the subsequent decision problem. We
then consider a broad class of problems comprising those we are interested
in: the detection and recognition problems. And we study what should be
the right way to solve them.

Lastly, we design solutions with a concern for optimality and genera-
lity, as well as a certain pragmatism. But these solutions are perfectible
by nature, and are suggested only once the tools are given, that allow one
to design his own solution.


