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[...] vous, 6 mathématiques concises, par l’en-
chainement rigoureux de vos propositions tenaces
et la constance de vos lois de fer, vous faites luire,
aux yeux éblouis, un reflet puissant de cette vérité
supréme dont on remarque ’empreinte dans ’ordre
de I'univers.

Comte de Lautréamont (Maldoror, Chant deuziéme)

Il n’est jamais probléme qui n’ait un cadeau pour
toi entre ses mains. Tu cherches des problémes parce
que tu as besoin de leurs cadeaux.

Richard Bach (Illusions)



Remerciements

Je dois le fait d’avoir pu m’exprimer & travers cette these, et d’avoir passé ces
trois années dans le milieu de la recherche, & Thierry Berger, mon professeur de
codage en D.E.A.) qui en a trouvé "opportunité et m’a jugé digne d’en profiter.

Je tiens & remercier sincerement, et de maniere générique, toutes les per-
sonnes qui m’ont aidé intentionnellement. Certaines, je le soupconne, I'ont fait
a mon insu et en restant dans 'ombre. Je ne les nommerai pas d’'une part parce
qu’il ne s’agit que de soupcons, d’autre part pour respecter leur discrétion bien
que je n’en connaisse pas la raison. Je souhaite simplement qu’elles se recon-
naissent et recoivent ces remerciements.

Je n’aurais pas pu mener ce travail a bien sans l’atmosphere propice a la
recherche et & la créativité qui régne au projet Codes de 'INRIA. Ses membres
permanents, Nicolas Sendrier, Daniel Augot et Anne Canteaut, en ont constam-
ment assuré le bon fonctionnement infrastructurel, et par & méme éloigné de
moi les préoccupations non directement liées & mes recherches.

Ils ont toujours été de bon conseil, et leurs conversations m’ont plongé au
coeur d’une problématique passionnante. En particulier, si ce travail présente
quelque rigueur, c’est & Nicolas Sendrier que je le dois, qui a contribué de ma-
niere essentielle a corriger dans ce sens mes considérations par trop intuitives,
imprécises et pour ainsi dire incommunicables.

Mais c’est vers Pascale Charpin, directrice du projet, que se porte sponta-
nément le plus gros de ma reconnaissance. Elle supervise, par petites touches,
discretement mais savamment appliquées et sans la moindre ingérence, les po-
tentialités de chacun.

En particulier, sa fine psychologie, sa prudence éprouvée et un grand discer-
nement ont préservé ma vie estudiantine des difficultés que j’ai pu connaitre dans
ma vie privée, ce qu'un chaperonnage indiscret n’eit pas permis. Elle m’a fait
confiance, a été humainement irréprochable, cela m’a été d’un précieux secours,
et je ’en remercie du fond du coeur.

Bien entendu, je remercie aussi le projet Codes pour m’avoir envoyé, en
tant qu’auditeur ou conférencier, & de prestigieux colloques, et pour m’avoir
fait rencontrer des personnes pour lesquelles j’ai beaucoup d’admiration; en un
mot, pour m’avoir fait membre d’une communauté scientifique que je brilais de
rejoindre.

Francois Sirven, ingénieur au laboratoire Traitement de Guerre Electronique
de Thomson CSF communication responsable de la bonne adéquation de mes
travaux aux problemes qui se posent réellement, m’a beaucoup aidé par sa
grande compétence, son travail généreux et passionné, et son intelligence a la-
quelle j’ai été fort sensible. Nos contacts auront sans-doute été trop rares par ma
faute, mais suffisants pour que ces travaux soit empreints de son pragmatisme
et aient pris le bon cap des le départ. Il a fait preuve d’une grande patience et
d’autant de souplesse et de gentillesse, que je n’ai pas ménagées. Je tiens & lui
dire ma gratitude et a ce qu'’il sache qu’il est pour beaucoup dans la réussite de
cette these.

Par ailleurs, j’ai découvert dans la recherche un métier et je ’espéere une



vocation, mais encore fallait-il y croire, et ne pas étre seul a y croire. De ce
point de vue, les contacts que j’ai eus avec Ilya Dumer et Marc Fossorier a ISIT
2000 ont été pour moi fort gratifiants et m’ont donné un regain de confiance et
d’énergie en fin de these, sans lequel ce manuscrit aurait sans-doute moins fiere
allure.

Enfin, j’ai recu un précieux soutien d’amis et connaissances dont je ne peux
dresser ici une liste exhaustive; je citerai tout de méme celles et ceux qui m’ont
hébergé et dont j’ai pu partagé 'hygiene de vie: Marie-Pierre, Loic et le trio
Anne / Xavier / Philippe; ainsi que ceux qui m’ont enrichi d’un peu de leur
érudition exaltée: Fabrice Pautot, Pascal Orosco et Fabien N’Guyen Huu.

A tous, un grand merci.



Résumé

Trois problemes liés a la transmission d’un signal numérique et aux
codes correcteurs d’erreur sont étudiés, seul le cas du train binaire avec
ou sans information souple et des codes linéaires binaires est traité.

Le premier et le plus classique de ces trois problemes, le décodage, a
été abondamment étudié par le passé, et sous des angles fort différents.
Dans cette étude, 'objectif prioritaire est la meilleure utilisation possible
du canal. La complexité du décodage vient ensuite.

Pour cette raison, nous étudierons les codes linéaires binaires généraux
(aléatoires) de grande longueur, qui offrent les meilleures propriétés spec-
trales; et leur décodage a quasi-maximum de vraisemblance qui permet
d’atteindre les taux d’erreur les plus bas tout en cotitant moins cher que
le décodage complet.

L’ambition de mettre au point [’algorithme le plus efficace pour venir
a bout du probleme (NP-complet) posé par ce décodage a continuelle-
ment guidé les choix bibliographiques et ’angle d’étude. Finalement, une
solution est proposée qui semble effectivement la meilleure & ce jour.

Les deux autres problemes: la détection et la reconnaissance de code
sont en revanche originaux en ce sens que trées peu de littérature leur est
consacrée. Ils consistent, en observant un train binaire issu d’une trans-
mission sur un canal bruité, & déterminer si un code linéaire binaire a été
utilisé pour porter le signal (détection), et si oui, lequel (reconnaissance).

On montrera que le probléme est NP-complet, et ’on considérera ses
différents aspects. Une étude est ensuite menée sur la bonne maniére de
résoudre une catégorie plus vaste de problemes comprenant ces deux la:
les problemes de détection et de reconnaissance.

Un certain pragmatisme accompagne la mise au point de solutions, en
méme temps qu'un souci d’optimalité et de généralité. Mais ces solutions
sont par nature perfectibles et ne seront suggérées qu’apreés avoir donné
les outils qui permettront a tout un chacun de mettre au point sa propre
solution.



Avertissement

D’aucuns, qui me feront toutefois I’honneur de me lire, trouveront préten-
tieux de ma part d’avoir inséré au début de chaque chapitre d’illustres citations
littéraires. Non pas qu’ils pensent sérieusement que <je mets cote a cote mes
écrits et ceux de Moliere ou Shakespeare parce que j’estime qu’ils sont d’essence
comparable» (la vrai raison est bien-siir que «tous ces auteurs peuvent &tre pour
moi des sources d’inspiration que je souhaiterais partager»), mais le simple fait
d’avoir envisagé cette idée monstrueuse, méme s’ils ’ont immédiatement rejetée,
perturbe encore leur jugement.

D’autres trouveront cela simplement indécent, j’accepte plus volontiers cette
critique.

Mais écrire, méme une these, dans le but d’étre lu, n’est-il pas toujours
prétentieux et indécent ? En écrivant, on se révele au lecteur, ce qui est indécent;
et ’on entend par la l’enrichir ou le changer, ce qui est prétentieux.

Il me semble quant & moi que je suis moins & méme que les auteurs que je
cite, d’enrichir ou de changer le lecteur, qui je 'espere, daignera s’attarder sur
leurs vénérables pensées, pour y découvrir, créer du sens. Ce n’est pas pour une
autre raison que leurs esprits sont invoqués, et cette substitution me parait étre
le contraire d’indécence et prétention.

Quoi qu’il en soit, la liberté de juger ne saurait étre enfreinte par cet aver-
tissement; je m’en remets au lecteur avec abandon.
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Introduction générale

Cette these fut le plaisir et la chance de trois années consacrées a me poser les
questions essentielles et fondatrices de la théorie de l’'information. Elle m’a offert
le recul des quelques cinquante années de réponses apportées & ces questions, de
syntheses et de créations qui ont enthousiasmé deux générations de chercheurs
(et la troisieme, qui écrit ses theses, voit cela d’un bon oeil).

Enthousiasme parce qu’il s’agit la d’une discipline assez nouvelle, accessible
et utile, ce qui n’est pas si fréquent; mais surtout parce que cette discipline est,
a de beaux égards, intellectuellement exaltante: en ayant la pureté des mathé-
matiques, mais également en donnant lieu, comme les sciences de la nature, &
I’élaboration de modeles devant «coller» & une réalité empirique dont le détail
infini nous échappe; ou encore, éventuellement, en effleurant métaphysiquement
la question du werbe ou celle du temps.

Mais elle m’a surtout demandé de me construire une idée intuitive du train
binaire, de ce que les lois des grands nombres ont & offrir & la dichotomie, &
la dualité, & la dialectique, & l'opposition, & la «non unités. Le train binaire
a ses lois, dictées par le hasard, sa mécanique statistique. Ses éléments, finis,
binaires, obéissent en groupe aux exigences de 'infini, et leur demander d’obéir
individuellement & d’autres exigences cotite, quoi qu’il en soit, de 1’énergie, ne
serait-ce qu’un quantum.

La théorie de l'information fait I’étude de ces lois, de cette énergie, dans
le but de I’économiser et d’accroitre les possibilités du train binaire, avec pour
matiere premiere la combinatoire, et pour ouvriere l'algorithmique.

Il aurait pu s’agir d’étudier le détail d’abstractions mathématiques fantas-
tiques, aux propriétés algébriques puissantes, manipulables avec virtuosité par
I’algorithmique, qui ont représenté un centre d’intérét de premier ordre pour la
recherche durant ce demi-siecle.

Il s’est agi au contraire de bien mesurer les limites de l'algorithmique, de
se contenter de juste assez de structure algébrique pour pouvoir utiliser une
représentation concise, d’ignorer les singularités aux bonnes propriétés pour se
consacrer & une vaste classe d’objets auxquels un maximum d’autres puissent
se ramener. Sur ce terrain, au sein de cette généralité, 'algorithmique est d’une
nature exponentielle, et ’on s’accorde avec bon sens (méme si aucune preuve ne
semble vouloir se dévoiler) a dire que c’est incontournable.

Cette these fut avant tout, et sera peut-étre pour certains lecteurs malgré
les limites de ce manuscrit, en quelque sorte une descente en profondeur dans le
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monde des codes correcteurs d’erreurs, et plus particulierement de 1’association
train binaire codé linéairement / bruit gaussien; une appropriation par 'intui-
tion de ce qui différencie ce train binaire codé, malgré son couplage avec un
phénomene stochastique et les distorsions qu’il pourra subir, d’un ensemble de
tirages & pile ou face; et ce, dans le but de pouvoir extraire 'information que
porte cette différence.

Elle fut donc également, et c’est essentiellement ce que ’on trouvera dans ce
document, une étude des outils algorithmiques qui pourront nous y aider et une
contribution & les perfectionner, et & repousser les limites que leur exponentialité
nous impose (outrageusement), quitte a parfois combattre le mal par le mal, la
stochasticité par la stochasticité.
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Introduction

La problématique liée aux codes correcteurs a suscité et suscitera certaine-
ment encore longtemps une étonnante dépense d’énergie intellectuelle, d’argent
et de trésors de subtilité scientifique.

Il s’agit d’optimiser encore et toujours des concepts liés & la qualité d’une
transmission d’information et de déterminer les limites que I’on ne pourra théo-
riquement jamais dépasser. Citons, entre autres concepts, le taux d’erreur, le
délai, le cotit, le débit, la quantité de ressource physique requise (énergie ou
largeur de bande de fréquence par exemple)...

Notre époque offre plus que jamais une foule de motivations pour amélio-
rer cette qualité: internet, la téléphonie, les médias, les satellites, les sondes
interplanétaires... La transmission d’information a toujours eu une importance
fondamentale dans la société, mais les mutations que celle-ci a subies exigent
des performances infiniment supérieures a celles qui étaient atteintes grace aux
tambours ou aux nuages de fumée.

Le codage n’est bien siir que 'une des nombreuses techniques en jeu dans
cette problématique et la plupart des gens ignorent tout simplement son exis-
tence, de méme la théorie de 'information est moins enseignée que le traitement
du signal ou I’électromagnétisme. Pourtant la quéte d’optimalité tendra a fondre
ces différentes techniques en un procédé global. La succession verticale des dif-
férentes disciplines s’aplatira irrémédiablement et une expertise globale sera de
plus en plus requise pour permettre les progres.

Mais au dela de ’aspect technique et d’intéréts pécuniers faramineux, le défi
scientifique est fondamental, abstrait et concret semblant se rapprocher I'un de
l’autre, en un point de rencontre métaphysiquement fascinant. Ma conviction
est que le point de convergence de la nature et de la connaissance se situe
dans le chaos, la stochasticité, I'indéterminisme; elles se rejoignent & ’extrémité
imaginaire de leurs ramifications infinies.

De ce point de vue, la théorie de 'information et plus particulierement le
codage de canal offre un cadre exemplaire pour s’approprier intuitivement une
image de cette inaccessible perfection. C’est un peu dans le but d’offrir une
illustration, méme chétive, de ces propos par trop lyriques, que cette partie sur le
décodage se terminera sur le concept de résonnance stochastique, aboutissement
de mes travaux de these (puisqu’il faut bien s’arréter), et je l’espére, ouverture
sur de prochaines investigations scientifiques.
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Généralités

Introduction

Les idées s’améliorent. Le sens des mots y parti-
cipe. Le plagiat est nécessaire. Le progrés I'implique.
II serre de pres la phrase d’un auteur, se sert de ses
expressions, efface une idée fausse, la remplace par
l'idée juste.

(citation plagiée par Guy Debord, la société du
spectacle, thése 207)  Isidore Ducasse (Poésies II)

C’est une grande jouissance que de se transporter
dans Desprit des temps passés, de voir comme un sage
a pensé avant nous, et comment, partis de loin, nous
Pavons si victorieusement dépassé.

Johann Wolfgang von Goethe (Faust)

[...] nous ne connaissons jamais que les passions
des autres, et ce que nous arrivons a savoir des notres,
ce n’est que d’eux que nous avons pu I’apprendre.

Marcel Proust (Du cété de chez Swann)

Nous allons donner dans ce chapitre une courte synthese de la problématique
de la transmission d’information numérique par un canal. Il n’est pas nécessaire
d’assimiler cette synthese pour lire la suite du manuscrit. Il n’y sera fait référence
que sporadiquement au travers de remarques qualitatives.

Une justification de 'utilité des codes linéaires binaires pour la transmission
d’information en découle naturellement. Les codes linéaires binaires sont des
objets mathématiques simples dont on donnera la définition en section 1.1.3, et
qu’il faut impérativement bien connaitre pour lire la suite du manuscrit.

Il est donc conseillé au lecteur profane en matiere de codes de commencer
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par ouvrir I'un des nombreux ouvrages sur le sujet (par exemple [Bar98], [CC81]
ou les tres classiques [Gal68] et [MS77]); il pourra se contenter des passages
traitant des codes linéaires binaires pour l'appréhension desquels un premier
cycle universitaire en mathématiques suffit amplement.

On dépeindra quelques généralités sur leur décodage dans un contexte de
transmission. Celles-ci seront valables aussi bien pour le décodage dur que pour
le décodage souple. Lorsque l'on parlera de « distance », de « coset-leader »,
de « poids » ou de « rayon de recouvrement », il ne s’agira donc pas forcément
d’une référence & la métrique de Hamming, habituellement considérée pour le
décodage dur (voir le chapitre traitant du décodage souple pour la définition de
métriques alternatives plus intéressantes).

1.1 Problématique

1.1.1 Les origines

Dans son remarquable article «A Mathematical Theory of Communication»
de 1948 [Sha48], Claude E. Shannon fabrique les outils de ce qui sera la théorie
de I'information. Il est a I'origine des notions d’entropie, d’information mutuelle
et de capacité définies plus bas.

Son domaine d’étude est la transmission d’information numérique & travers
un canal. Un canal relie une source & un destinataire, et chaque utilisation du
canal consiste en la transmission d’un symboéle loisible pris dans un alphabet
connu des deux protagonistes de la transmission. Le choix de l’alphabet et de
la maniére dont ses symboles devront porter I'information (codage de canal)
détermine aussi bien le débit maximal d’information que le niveau de confiance
que le destinataire pourra accorder & l'information qu’il recoit.

Le codage de canal est la composée du «codage binaire», tel qu’on le consi-
dere dans ce manuscrit, qui est de taux au plus 1, et du «codage binaire a
signal» qui consiste & transformer un train de bits en un train de symboles de
I’alphabet d’entrée du canal et qui est de taux au moins 1. Le taux de codage
de canal, produit de ces deux taux, est le rapport de nombre de bits du message
a transmettre, au nombre d’utilisations du canal (il peut étre supérieur a 1).

La capacité d’un canal peut étre vue comme étant la limite, lorsque le nombre
d’utilisations du canal tend vers 'infini, de la quantité maximale d’information
qu’il puisse transporter avec un niveau de confiance maximal, divisée par le
nombre d’utilisations. Encore faut-il définir une quantité «physique» extensive
(additive) associée a la notion subjective d’information.

Le point de départ du travail de Shannon est I’énoncé suivant, souvent ap-
pelée théoréme du codage de canal bruité:

Théoréme 1 Tout canal a une capacité C, et pour tout R < C, il existe des
codages de canal de taux R qui, a l'aide d’un décodage d maximum de vraisem-
blance, permettent d’atteindre des taux d’erreur de transmission arbitrairement
petit.
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Ce théoreme est trivial en ce sens qu’il n’impose pas a la capacité d’étre
strictement positive. En fait la capacité du canal est définie comme étant le plus
grand nombre C tel que le théoreme ci-dessus soit vérifié, et Shannon, ayant eu
I'intuition que ce nombre était palpable, cherchera & le calculer.

Définissons un canal sans mémoire par un triplet (X,Y, Py x), oi X =
(z1...z.) est appelé alphabet d’entrée, ¥ = (y;...ys) alphabet de sortie, et
Pyix = (pjli)j=1...sii=1...c € [0,1]**¢ matrice de probabilité¢ de transition. Si
I’on désigne par = et y respectivement les symboles d’entrée et de sortie du
canal, considérés comme des variables aléatoires, la loi statistique du canal est
donnée par Pr(y = yj|z = x;) = pjj;- Py|x est donc une matrice stochastique
(en colonne) et doit vérifier pour tout 7 = 1...e:

ijli =1
j=1

Si x suit une loi de probabilité Px = (Pr(z = 2;))i=1..e = (Pi)i=1..e, ON
définit ’entropie (binaire) de X comme étant la quantité:

def o
H(X)E &) pilog,pi

i=1

De Px et Py|x, on peut déduire la distribution de probabilité jointe Py x =
(Pji)j=1...si=1..e;Pji = Pr(y = yj,x = x;) = p;pj};, et 'on définit 'entropie
conditionnelle H(Y|X) par:

d f € S p”
HY|X)E &> pjilog, ==
i=1 j=1 pi
J
Ainsi que Pinformation mutuelle I(X,Y") par

IX,Y)E STS pjilog,

i=1 j=1

Dji
DiDj

Ces quelques outils ont une signification intuitive précise, a la maniere des
grandeurs «thermodynamiques», que ce manuscrit n’a pas pour vocation d’ex-
pliquer (on se reportera aux travaux de Shannon, ou au chapitre 2, A measure
of information, de [Gal68]), et leur axiomatique donne lieu & toute une panoplie
de formules dont voici juste deux exemples:

HX, Y)Y H(X)+ HY|X) = HY) + HX|Y) = H(Y, X)

I(X,Y)=H(X)esH(X|Y)=HY)SHY|X) = I(Y,X)

Se servant de ces outils, Shannon établit les performances maximales en
terme de transmission d’information, qu’un canal bruité puisse atteindre. Il
établit que:
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Théoréme 2 la capacité C d’un canal (X,Y, P) est égale @ son information
mutuelle maximale:
C= m);}XI(X, Y)

Le maximum étant pris sur toutes les distributions de probabilités possibles pour
Ualphabet d’entrée X.

La démonstration qu’il en donne consiste en la coincidence d’une minoration
et d’une majoration de cette capacité. La minoration, basée sur ce que l'on
appelle aujourd’hui un «code en bloc»! dont les mots sont tirés aléatoirement,
et sur la loi faible des grands nombres, exhibe cet autre résultat (que j’adapte
a la théorie moderne). qu'’il n’a pas énoncé, faute sans doute, d’un vocabulaire
adapté:

Théoréme 3 Pour tout canal de capacité C, il existe une fonction E :10,C[—
R** telle que pour tout couple (K, n) d’entiers vérifiant % < C, il existe des
codes en bloc de longueur n sur l’alphabet d’entrée du canal, contenant K mots

qui, a l’aide d’un décodage d maximum de vraisemblance, permettent d’atteindre
. s R _F(los2 K
des tauz d’erreur de transmission inférieurs d 10 B(=5)n,

Le plus faible taux d’erreur que l’on puisse atteindre avec un (K,n)-code
est donc ici majoré. Pour obtenir ce résultat, il a suffi & Shannon de majorer
le taux d’erreur binaire du meilleur code parmi le type de code particulier qu’il
considérait (et en l'occurence les codes aléatoires se prétent bien aux études
statistiques).

Il ’avere qu’une minoration de ce méme taux d’erreur (le plus faible que
Pon puisse atteindre avec un (K, n)-code) est plus délicate & obtenir. Il faudra
attendre 1959 [Sha59] pour que Shannon y parvienne dans le cas d’un canal
gaussien et 1967 [SGB67] (avec I’aide de Gallager et Berlekamp) pour le cas d’un
canal discret quelconque. J’introduis cependant ici ce théoreme anachronique
dont on aura besoin par la suite:

Théoréme 4 Pour tout canal de capacité C, il existe une fonction E :]0,C[—
R*™™ telle que pour tout R €]0,C][, aucun code de longueur n sur l’alphabet
d’entrée du canal et contenant plus de 28" mots ne permette d’atteindre un
taux d’erreur de transmission inférieur ¢ 10~ E(F)n,

Les théoremes de 1948 sont remarquablement audacieux & cette époque ou
les codes correcteurs d’erreur n’existaient pas sous d’autres formes que celle
d’une redondance d’alphabets tels que le morse (Shannon donne cependant un
exemple plus efficace que le morse issu des premiers travaux de son collegue des
Bell Labs R. W. Hamming, qui ne publiera quant & lui qu’en 1950 [Ham50]).

Mais le point de vue statistique et les preuves d’existence chéres & Shan-
non ont peut-étre soulevé les questions fondamentales de la théorie du codage

1. ensemble de n—uplet (dits les mots), pour n, la longueur de bloc, donné, d’éléments d’un
alphabet donné de taille quelconque.
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mais n’y répondent pas. Shannon répond aux questions « Quelles sont les per-
formances que les meilleurs codes permettent d’atteindre? », ou « Comment
ces performances sont-elles reliées au choix des alphabets d’entrée et de sor-
tie? », mais les questions « Comment construire de bons codes? » et « Comment
décoder ces codes? » sont laissées en suspens.

D’autres scientifiques se montrent toutefois inspirés par ces problemes. Ainsi,
P. Elias invente les codes convolutifs en 1955 [Eli55], et en 1956 D. Slepian
(encore un ingénieur des Bell Labs) pose les fondations de la théorie des codes
linéaires [Sle56]. Signalons aussi la trouvaille incroyablement précoce de M. J.
E. Golay [Gol49], qui suite & la lecture de l’article de Shannon et bien avant
les travaux de Slepian, invente sur le champ, dans une trés courte et modeste
correspondance, son fameux [23,12,7]-code linéaire binaire dont la perfection et
la beauté combinatoire restent inégalées.

Depuis, les théoriciens de 'information et les ingénieurs des télécommuni-
cation ont essayé de réaliser les prédictions de Shannon, et s’en approchent
progressivement. En 1995, on arrive avec les turbo-codes [BGT93] & obtenir un
taux d’erreur binaire de 107® & un rapport signal & bruit supérieur d’a peine
0.7 dB a la limite de Shannon (cf. fin de cette section).

1.1.2 Capacités du canal gaussien

L’utilisation d’un canal physique en modulation de phase ou d’amplitude
consiste & émettre & une phase loisible un signal d’amplitude loisible. On repré-
sente généralement ce signal dans le plan complexe, dit « espace des phases »
(cf. section 3.1, p. 72), par un point de module "amplitude et d’argument la
phase. Le bruit, quant & lui, et par définition, aura pour effet de perturber ces
deux grandeurs?!. Il provient aussi bien du canal physique que de ’amplificateur
et des autres composants électronique du récepteur (bruit thermique).

L’alphabet d’entrée du canal peut alors étre vu comme 1’ensemble des diffé-
rents points de ’espace des phases que I'on s’autorise & émettre, et ’alphabet de
sortie comme ’ensemble des différents points que ’on est capable de mesurer.
L’énergie d’un signal est la moyenne du carré de son amplitude multiplié par
sa durée. En pratique, ces alphabets sont finis, mais il est fréquent, pour ce
qui est de la théorie, de considérer les limites, lorsqu’elles existent, de certaines
grandeurs, telle par exemple que la capacité, lorsque la taille d’un alphabet tend
vers 'infini.

Définition 1 Le canal est dit sans mémoire (et le bruit, « blanc ») si les mo-
difications subies par les signaux successifs sont statistiguement indépendantes.
1l est dit additif si la différence entre le signal émis et le signal recu est statis-
tiqguement indépendante du signal émis.

Le modele de canal le plus répandu est le canal BBAG2, pour la simple
raison qu’il est, dans de nombreux cas, possible de s’y ramener.

1. En réalité, un signal et sa perturbation ont une profondeur dans le temps, cette repré-
sentation suppose qu’ont eu lieu démodulation, filtrage adapté, et échantillonnage.
2. bruit blanc additif gaussien ; terme anglais: AWGN, additive white gaussian noise
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Pour ce canal, la différence entre le signal émis et le signal recu est une
variable aléatoire complexe de loi normale N(0, Ny). Sa projection sur un axe
réel est donc une variable aléatoire réelle de loi normale N(0, No/2). Puisque
I’on g’intéresse souvent aux distorsions subies dans une direction donnée, on
invoque souvent la « densité monolatérale » de bruit Ny/2. L’énergie du bruit,
en revanche, est sa variance Ny multiplié par la durée du signal.

Les parties réelles et imaginaires de ce bruit étant indépendantes, on se sert
souvent séparément des parties réelles et imaginaires du signal comme de deux
canaux identiques pour transmettre deux séquences de signaux réels indépen-
dantes. L’énergie des signaux complexes est alors le double de celle des signaux
réels, le taux de codage de canal est double également.

Afin de réduire les probabilités de transition, il s’agira, pour une taille d’al-
phabet d’entrée donnée, d’espacer au maximum les différents points de ’alpha-
bet dans l’espace des phases, en se limitant & une puissance moyenne (énergie
sur temps, moyenne du carré de ’amplitude) maximale donnée e,

Un alphabet d’entrée binaire pourra étre constitué de deux points de méme
amplitude € et en opposition de phase, on parle alors de modulation antipodale
ou BPSK ', le taux de «codage binaire 3 signal» est alors égal & 1, et les taux
de codage et de codage de canal coincident.

Si 'on utilise deux telles modulations séparément sur les parties réelles et
imaginaire, on obtient alors une QPSK?2, ces deux modulations sont donc en
quelque sorte équivalentes.

Le rapport brut signal a bruit est le ratio de ’énergie du signal par celle du
bruit. Il est souvent plus intéressant d’exprimer par son logarithme une grandeur
x sans dimension, tel le rapport de deux quantités de méme dimension, de deux
énergies par exemple. On lui donne, ce faisant, une dimension, c.a.d. un systeme
d’unités pour la mesurer, la plus classique étant le décibel (dB): 101og,,(z) est
la mesure de z en dB.

Il est possible avec ce modele de calculer la capacité du canal en fonction du
rapport brut signal & bruit pour différents alphabets d’entrée et de sortie. Voici,
sans démonstration, quelques capacités usuelles (elles découlent du théoréme 2):

— Si ces deux alphabets sont binaires, le canal gaussien peut alors se mo-
déliser comme un canal binaire symétrique de probabilité de transition 7
égale & la probabilité pour que le bruit (réel) envoie un point d’abscisse

réelle € vers un point d’abscisse négative, soit 7 = f__oi N(0, No/2)(z)dx =

Q (\ / %) 3. Sa capacité vaut alors 1 + 7log, 7 + (1 &7)log,(1 &71) =
1 <:>H2(T).

— Si ces deux alphabets sont ’ensemble des nombres réels ou complexes (cas
limite), et si les symboles d’entrée suivent une loi normale de variance

1. Binary Phase Shift Keying
2. Quaternary Phase Shift Keying

. 1 0o _12
3. Q est la fonction z — ers [le T at
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2 (Shannon a montré que, sous la contrainte de 1’énergie, cette distri-
bution était optimale; le canal ainsi défini est appelé canal gaussien non

contraint), alors la capacité du canal vaut %log2 (1 + 2]%—?))

— Si Palphabet d’entrée est binaire et ’alphabet de sortie réel, ce que nous
considererons pour I’étude du décodage souple, alors la capacité est:

2 2
JE [ (e
TiNo 0
olog, (_ (e £ -1 +e—§—§<y+1>2>> 1 (e—fv—f)(y—l)? +e—§—§<y+1>2>>
2 2

Ces trois capacités sont tracées sur la figure 1.1. On voit qu’une sortie réelle
permet de gagner environ 1.4 dB par rapport & une sortie binaire et qu’a de
faibles rapports signal & bruit, une entrée binaire est & peu pres équivalente &
une entrée réelle (a de forts rapports signal & bruit, une entrée réelle permet de
transmettre plus d’information dans chaque symbole, et d’obtenir une capacité
supérieure a 1).

Le rapport utile signal & bruit Ej, /Ny est le rapport de I’énergie par bit d’in-
formation a I’énergie du bruit. L’énergie par bit d’information FEj est ’énergie
par symbole transmis divisée par le taux de codage de canal:

Ey=&*/R, 10log,y(Fy/No) = 10log,,(€* /No) <10log,o(R)

Considérer Ey, plutot que &2 apporte plus de consistance au modéle proposé,
car ne nécessite pas, en fin de compte, de considérer les notions quelque peu
informelles de taille d’alphabet et de «nombre d’utilisations du canal», entre
lesquelles, selon le point de vue adopté, il peut y avoir un transfert de valeur,
induisant une ambigiiité pour la considération de I’énergie d’un symbole &2.
On peut en effet considérer n utilisations d’un canal d’alphabet de taille ¢ et
d’énergie moyenne €2, 1a on d’autres ne voient qu’'une seule utilisation d’un
canal d’alphabet de taille ¢™ et d’énergie moyenne n &2. Toute chose égale par
ailleurs, les deux points de vue donnent en revanche la méme énergie par bit
d’information.

Ainsi, pour décrire lefficacité d’un code (et d’un algorithme de décodage)
donné on trace souvent le taux d’erreur binaire (son logarithme en base 10)
en fonction du rapport utile signal & bruit en dB (cf. exemple figure 1.2), les
courbes «SNR» ! ainsi tracées sont toujours décroissantes.

Le fait de prendre en compte le rapport utile signal & bruit permet de com-
parer entre eux des codes de taux différents: & une méme abscisse, la méme
dépense d’énergie est requise pour transmettre une quantité donnée d’informa-
tion, les taux d’erreur (en ordonnée) peuvent étre alors facilement comparés;
a une méme ordonnée, donc pour un méme taux d’erreur, on voit en un coup
d’oeil quel code sera le plus économique.

1. Signal to Noise Ratio
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-1o -5 0 5 10
Es/ No (dB)

Fi1G. 1.1: Capacité des différents canauz: (a) canal gaussien non contraint; (b)
canal gaussien 4 entrée binaire et sortie réelle; (¢) canal binaire symétrique
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Il s’agit de trouver un codage de canal (et un décodeur) de taux aussi grand
que possible (pour avoir un débit d’information aussi élevé que possible), c’est-
a~dire aussi proche que possible de la capacité, permettant d’atteindre des taux
d’erreur aussi faibles que possible, & un rapport utile signal & bruit donné.

On voit sur la figure 1.2, tracée pour un canal BBAG et une modulation anti-
podale, que pour obtenir un taux d’erreur binaire de 103 & I’aide du [48,24,12]-
code de Golay de taux R = 1/2 et d’un algorithme de décodage souple & maxi-
mum de vraisemblance, il suffit d’un rapport utile signal & bruit d’environ 3.6
dB (donc d’un rapport brut signal & bruit de 3.6 dB + 10log;,(1/2) = 0.6 dB),
alors que sans codage (taux de codage égal & 1), le rapport signal & bruit doit
étre de 6.8 dB. On dit alors que le gain de codage est de 3.2 dB.

La capacité de ce canal (entrée binaire, sortie réelle) est tracée sur la figure
1.1. A un rapport brut signal a bruit de 0.6 dB, elle est de C=0.77=-1.15 dB, on
dit que l'on transmet & 101og[10](C'/R) ~1.85 dB de la capacité (ce qui signifie
que, théoriquement, avec un tel rapport brut signal & bruit, le gain de codage
pourrait étre d’autant supérieur).

Pour avoir une capacité égale au taux de codage %, il faudrait un rapport
brut signal & bruit de -2.81 dB (le rapport utile signal a bruit correspondant,
0.19 dB, est représenté sur la figure 1.2 par une ligne verticale), c’est ce que I'on
appelle la limite de Shannon. On voit donc aussi sur la figure que ’on est a 3.41
dB de la limite de Shannon (ce qui signifie que, théoriquement, avec un tel taux
de codage, le gain de codage pourrait étre d’autant supérieur).

Les courbes SNR’s regroupe donc synthétiquement les informations quan-
titatives pertinentes sur lefficacité d’un schéma de codage / décodage. Plus la
courbe est basse et a gauche, meilleur est le schéma.

1.1.3 Codes linéaires binaires, définitions

Les codes que nous allons considérer tout au long de ce document sont donc
les codes linéaires binaires, qui sont des cas particuliers des codes binaires en
bloc. Un code en bloc est un ensemble de n<uplets de bits, ot n est un entier
appelé longueur du code. L’ensemble, que nous appellerons espace ambiant et
que nous noterons F3, des n<uplets de bits, que nous appellerons les «mots»,
peut étre muni d’une addition: I’addition modulo 2, bit & bit.

Celle-ci consititue évidemment une loi de groupe, tout mot est égal a son
opposé pour cette loi; la différence et ’addition ne font qu’une. La multiplication
par 0 ou 1 est trivial; ’ensemble des scalaires n’est constitué que d’un élément
neutre et d’un élément absorbant pour cette multiplication, et I’espace ambiant
possede donc une structure d’espace vectoriel.

Définition 2 On appelle code linéaire binaire tout sous-espace vectoriel de [’es-
pace ambiant F3, c.a.d. tout sous-ensemble de F§ stable par 'addition.

En tant qu’espace vectoriel, un code possede donc une dimension, généra-
lement notée k, des éléments, appelés mots de code, des bases, un code dual...
Etant donnés k mots linéairement indépendants d’un code linéaire binaire de
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FiG. 1.2: (a) Limite de Shannon pour R = % sur le canal gaussien a entrée
binaire; (b) courbe SNR du [48,24,12]-code de Golay avec décodage a mazimum
de vraisemblance; (c) tauz d’erreur en l’absence de codage.
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dimension k (ils en consituent donc une base), la k x n-matrice dont les lignes
sont ces mots est appelée une matrice génératrice du code.

Une matrice génératrice du code dual d’un code est aussi appelée une matrice
de parité du code. Ses lignes et toutes leurs combinaisons linéaires ont un produit
scalaire nul avec tout mot de code.

En tant que sous-groupe, un code définit une relation d’equivalence sur ’es-
pace ambiant.

Définition 3 Un coset est un élément du quotient de ’espace ambiant par le
code. Deux mots binaires appartiennent a un méme coset si et seulement si leur
différence appartient au code.

Définition 4 On appelle poids de Hamming d’un mot binaire, le nombre de
ses bits égaux a 1. On appelle distance de Hamming entre deux mots le poids
de Hamming de leur différence. On appelle distance minimale d’un code linéaire
binaire, la plus petite distance de Hamming séparant deuz mots de code, qui est
aussi égale au plus petit poids de Haomming d’un mot de code.

Définition 5 Etant donnée une métrique sur l’espace ambiant (par exemple le
poids de Hamming), on appelle coset leader (relativement a cette métrique) d’un
mot ou de son coset, tout élément du coset qui minimise la métrique considérée.

Pour la plupart des mots, on a unicité du coset leader et on utilisera souvent
I’article défini pour parler d’un coset leader d’un mot.

Si un code linéaire binaire de dimension k est considéré, il contient 2% mots.
On appelle codage 'opération consistant a associer un mot de code & chaque
k<uplet de bits. Pour ce faire, on emploie le plus souvent la multiplication a
droite par une matrice génératrice du code. Si les k colonnes de gauche de la
matrice génératrice considérée constutuent une matrice carrée diagonale, on dit
que la matrice est systématique a gauche et que le codage est systématique, le
k<uplet d’origine se retrouve alors dans le mot de code. Le taux de codage,
rapport du nombre de bits d’information au nombre de symboles binaires a
transmettre, est égal a k/n.

Lorsqu’un mot de code traverse un canal, cette transmission peut inverser
quelques bits du mot de code. La différence entre le mot émis et le mot regu est
appelée erreur de transmission. Puisque le mot émis est un mot de code, le mot
recu et 'erreur de transmission appartiennent a un méme coset. Pour éliminer
cette erreur, il faut trouver ’élément du coset du mot recu qui lui correspond.

On espere généralement qu’il s’agit du coset leader, on définit d’ailleurs une
métrique optimale sur ’espace ambiant de maniere a ce que l'erreur la plus
vraisemblable soit le coset leader. Pour un canal binaire symétrique, cette mé-
trique optimale est le poids de Hamming. Nous appellerons décodage ’'opération
consistant & soustraire son coset leader au mot regu .

1. usuellement, le décodage comprend aussi I’opération, a laquelle nous ne nous intéresserons
pas, consistant a retrouver le k—uplet de bits correspondant au mot de code ainsi obtenu; pour
un codage systématique, il suffit d’en prendre I’apocope de longueur k.



30 CHAPITRE 1. GENERALITES

1.1.4 Taux d’erreur

Dans un contexte de transmission et avec la donnée d’un canal imparfait
(bruité), le taux d’erreur résiduel apres décodage (fréquence moyenne des erreurs
considérées ou bien sur les bits (taux d’erreur binaire, t.e.b.) ou bien sur les mots
de code (taux d’erreur de decodage, t.e.d.)), qu’il soit souple ou dur, n’est jamais
nul. Cela est dii au fait qu’avec une probabilité Pysy, non nulle, un motif d’erreur
peut étre «intrinsequement indécodable» en ce sens qu’il ne sera pas égal & son
propre coset leader.

Nous verrons par la suite, que pour dimensionner correctement les para-
metres des algorithmes de décodage, aussi bien que pour majorer la dimension
du code & détecter ou a reconnaitre (deuxieme partie) il est indispensable de
pouvoir minorer a priori la probabilité d’erreur «intrinsequement indécodable».

Le théoreme 4 nous informe qu’il existe un nombre positif F, fonction du taux
de codage et de la capacité, tel que le taux d’erreur apres décodage est supérieur
4 10~E7 il suffit alors de majorer E. D’ailleurs, lorsqu’une minoration grossiere
du taux d’erreur est suffisante, il est fréquent que I’on se contente de considérer
que, pour n suffisamment grand, Py > n~" = e "8,

En revanche, dans un contexte de détection de code, lorsque le but de cette
minoration est de majorer la dimension du code, mieux vaut étre aussi fin que
possible. Par ailleurs, sachant que le décodage qui sera appliqué par le desti-
nataire ne sera probablement pas optimal, une approximation du taux d’erreur
apres un décodage optimal peut constituer une minoration du taux d’erreur
effectif.

Pour cette raison, il est préférable de considérer les approximations propo-
sée par Gregory Poltyrev [Pol94], bien qu'’il s’agisse en réalité de majorations
du plus faible taux d’erreur, car il semble qu’elle soit toujours trés proche de ce
taux d’erreur et en constitue une meilleure approximation que les minorations
usuelles. La premiere de ces approximations, appelée «borne sphérique», s’ap-
plique au canal binaire symétrique et au décodage dur; la seconde, dite «borne
tangentielle sphérique», s’applique au canal BBAG et au décodage souple (je
I’énonce ci-dessous en ayant corrigé les coquilles présentes dans l'article de Pol-
tyrev).

Ces deux bornes nécessitent la connaissance de la distribution des poids des
mots de code. Lorsque celle-ci est inconnue, on pourra ’approximer par la dis-
tribution binémiale (on considere qu’il y a () /2"~* mots de poids w dans le
code, méme si cette quantité n’est pas un entier). J’ai calculé numériquement
pour de nombreux codes les bornes obtenues dans ce cas et celles obtenues en
considérant la distribution exacte, il s’est avéré que pour les codes de dimen-
sion supérieure a 50, la différence était toujours du méme ordre que les erreurs
d’arrondis, ou du moins était-elle invisible & 1’oeil nu sur une courbe SNR.

Proposition 1 (Borne sphérique) Soit C un [n, k]-code contenant Cy, mots
de poids w pour tout w; soit m le plus petit entier vérifiant:

Yoo 3 (D)= (1)

w=l  t=[w/2]
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d . . . o
Alors, PIS/I)L, le taux d’erreur de décodage apreés transmission par un canal binaire
symétrique sans mémoire de probabilité de transition T suivie d’un décodage
complet, vérifie:

2(m—1

) m—1 m—t—1 n
w n Sw “ ne—t—u n e
P < > Cu > (t) ) ( . )r“’ (ler)™™ 714 <t>7't(1<:7r) ¢
w=1

t=[w/2] u=0 t=m

Proposition 2 (Borne tangentielle sphérique) Soit C un [n, k]-code conte-
22 2

nant Cy, mots de poids w pour tout w; Soit la fonction p(x) = e7r\/7TIZ[}8" s0it T

la racine de ’équation suivante en r:

P11 arccos | /2t —
Z Cw/ ( ( )) (Sin e)n—Sdg — Lfl
ft 0 v, (55)

(, (z) = [y" & te "dx étant la fonction d’Euler); et soit R(z) = 2(\/n <z)2.
Alors, P](Vj)L, le taux d’erreur de décodage aprés transmission par un canal

BBAG de rapport brut signal 4 bruit 1‘%,—2 suivie d’un décodage a maximum de
vraisemblance, vérifie:

[oom
> o [T e (B

3 >d22 le
No/(2€7)

w=1

1.2 Décodage (quasi) optimal

1.2.1 De l’intérét des codes aléatoires

Les codes les plus classiquement utilisés et étudiés sont ceux pour lesquels
on parvient a mettre au point des algorithmes polynomiaux de décodage borné
jusqu’a la «capacité de correction», qui, étant donné un mot de ’espace ambiant
a distance inférieure a la «capacité de correction» d’un mot de code, retrouvent
ce mot de code, & un coiit polynomial en la longueur du code.

Ceci est rendu possible par la particularité qu’ont ces codes de permettre de
décrire les cosets et leurs éléments dans une représentation a ’axiomatique plus
puissante que celle des sou-espaces affines de FZ.

Cette capacité de correction est généralement le rayon d’empilement du code,
c.a.d. le plus grand rayon possible pour des boules disjointes centrées sur les
éléments d’un méme coset. S’il existe une solution au décodage borné jusqu’a
ce nombre, elle est unique. Pour le décodage dur, il s’agit du plus grand entier
strictement inférieur & la moitié de la distance minimale du code.
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Ces algorithmes ne peuvent généralement qu’échouer lorsque le mot de ’es-
pace ambiant qui leur est soumis est a distance supérieure a cette capacité de
correction de tout mot de code. Pour que cet évenement soit rare, il est néces-
saire de transmettre loin de la capacité du canal. A des taux de codage proche
de la capacité, le taux d’échec de ces algorithmes sera dramatiquement élevé,
car la plupart des mots recus seront & une distance du code presque deux fois
supérieure a la capacité de correction.

L
En effet, puisqu’il y a 2"~* coset leader et que ZZZ% (1=k/n) ) ZP on—k

on montre facilement que si ’on considere la métrique de Hamming, ceux-ci sont
presque tous de poids nHy ' (1 k/n)(1 <0o(1)), de méme que presque tous les
mots de poids nH; ' (1<k/n) sont & distance o(n) d’un coset leader. L’ensemble
des cosets leader forme donc une sphere presque parfaite centrée en zéro, avec,
marginalement, des points plus proches de son centre. Levitin ’a comparé & un
«hérisson retournés.

Or si les codes linéaires binaires algébriques, tels que les BCH ou les codes
de Goppa, par exemple, permettent de mettre au point des algorithmes efficaces
de décodage borné, ils ne présentent en revanche aucun avantage sur les codes
linéaires binaires quelconques (aléatoires) pour ce qui est d’un décodage au dela
de la capacité de correction.

Comme par ailleurs, les codes linéaires binaires algébriques et d’une maniere
générale, presque tous les codes ayant une faible complexité de Kolmogorov, ont
de mauvaises propriétés spectrales (& taux de codage k/n «constant», la distance
relative, ratio de la distance minimale et de la longueur, tend généralement vers
0, et le taux d’erreur intrinsequement indécodable vers 1, lorsque ’on fait croitre
indéfiniment la longueur n), nous ne nous y intéresserons tout simplement pas,
et considererons des codes aléatoires aux propriétés spectrales moyennes.

)

1.2.2 Décodage complet

A la différence du décodage borné, le décodage complet® a pour tiche de
retrouver le coset leader du mot recu quel que soit le poids de ce coset leader.
Cependant, on sait que ce poids est inférieur au rayon de recouvrement, c.a.d. le
petit rayon possible pour des boules centrées sur les éléments d’un méme coset
et devant recouvrir tout l’espace ambiant. Le décodage complet est donc un
décodage borné jusqu’au rayon de recouvrement (le cas marginal de non-unicité
du coset-leader peut-étre traité comme bon semble... on peut par exemple choisir
aléatoirement l'un d’entre eux).

Le décodage complet est aussi parfois appelé « décodage a distance mini-
male » (non pas que 'on décode jusqu’a la distance minimale, mais I'on cherche
le mot de code a plus petite distance du mot regu). Lorsque la métrique consi-
dérée est telle que minimiser le poids de ’erreur équivaut & maximiser sa vrai-
semblance (c’est le cas de la métrique de Hamming lorsque le canal est sans
mémoire, binaire et symétrique), on parle alors de « décodage & maximum de

1. Termes anglo-saxons: Complete decoding, minimal distance decoding, maximum likeli-
hood decoding



1.2. DECODAGE (QUASI) OPTIMAL 33

vraisemblance ». Pour un code donné, ce dernier permet d’obtenir les plus faibles
taux d’erreur de décodage qu’un algorithme puisse atteindre.

Nous nous intéressons aux codes généraux, c.a.d. a tous les codes linéaires
binaires et non pas seulement & ceux qui appartiennent & une famille de codes
dont la description peut étre plus concise que la simple donnée de ’'une de leur
matrice génératrice ou de parité.

On sait depuis 1987 [Bli87] que le rayon de recouvrement de « presque tous »
ces codes est proche de la borne de Goblick (initialement, il s’agissait d’une
borne inférieure):

Théoréme 5 Le rayon de recouvrement (relativement d la métrique de Ham-
ming) de presque tous les [n,k]<codes linéaires binaires est égal @ nH, (1 &

k/n)(1+o(1)).

(H,' étant linverse de la fonction entropie binaire Hs(z) = < log, = < (1 &
z)log, (1 <) restreinte & la premiére moitié de l'intervalle [0, 1])

Le décodage dur complet peut donc étre vu comme un décodage borné jus-
qu’a une distance légerement supérieure & nHy ' (1 &k/n).

Il est intéressant (ou rassurant) de noter ici comment la combinatoire et
la théorie de I'information se superposent: la capacité d’un canal binaire symé-
trique de probabilité de transition 7 est C = 1<H»(7); le rayon de recouvrement
d’un code de longueur n et de taux égal & cette capacité est nH, (1 <C) = nr.
Le rayon de recouvrement d’un code de taux maximal est donc égal au poids
moyen d’une erreur de transmission (la distance de Hamming moyenne entre
mot émis et mot regu).

1.2.3 Décodage quasi-complet

Alors que la définition du décodage complet s’applique & des algorithmes et
des objets combinatoires et ne requiert pas la définition d’un « canal », il n’en
va pas de méme pour celle du décodage quasi-complet!.

Dans un contexte de transmission et avec la donnée d’un canal imparfait
(bruité), on appelle décodage quasi-complet tout algorithme sous-optimal de
décodage tel que la probabilité de mauvais décodage (le coset renvoyé n’est pas
le coset leader) soit du méme ordre ou plus petite que la probabilité Py, pour
que le motif d’erreur soit « intrinsequement indécodable ».

Par exemple, si un algorithme énumere les N motifs d’erreur les plus vrai-
semblables de ’espace ambiant, recherchant un motif d’erreur appartenant au
coset du mot recu, le premier trouvé sera le coset leader. Il y aura mauvais dé-
codage si et seulement si aucun de ces N motifs n’est dans le coset du mot recu.
Dumer a montré [Dum96b] que la probabilité de cet événement est majorée par

(1 + 27;\;16) Pyr. Si N = 0(2" %), le décodage est donc quasi-complet.

La justification de cette contrainte est bien entendu que les taux d’erreur
résiduels des décodages complet et quasi-complet soient également du méme

1. Termes anglo-saxons: Quasi-complete decoding, near-maximum-likelihood decoding
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ordre; et lintérét du décodage quasi-complet réside dans le fait que, si 'on
tolere cette sous-optimalité (fat-elle négligeable), les cotit de calcul qui sont en
jeu peuvent s’avérer nettement plus intéressant que ceux d’un décodage optimal,
une recherche exhaustive n’étant pas nécessaire.

Pour qu’un algorithme de décodage permette d’atteindre un taux d’erreur
résiduel presque optimal, il est nécessaire qu’il soit en mesure de trouver le coset
leader du mot recu avec une grande probabilité, quel que soit ce mot, et il faut
alors s’attendre & ce que le coset leader soit de poids proche de nH, *(1<k/n).

1.2.4 Critére d’arrét

Lorsque les algorithmes de décodage complet ou quasi-complet trouvent le
coset leader du mot regu, ils n’ont généralement pas la possibilité de s’en rendre
compte immédiatement et poursuivent les calculs (le coset leader restera en
mémoire en tant que meilleur candidat jusqu’a la fin des calculs).

Il est cependant parfois possible de s’en rendre compte. Par exemple, pour
le décodage dur, lorsqu’un élément du coset est de poids inférieur au rayon
d’empilement du code, on peut étre assuré de la minimalité de son poids au
sein de son coset. Ceci pourra donc constituer un critere d’arrét, et permettra
parfois d’arréter les calculs de maniere précoce, diminuant le cotit moyen du
décodage. Un critere d’arrét équivalent existe pour le décodage souple et est
décrit en section 3.2.1.

Les criteres d’arrét habituellement utilisés sont infaillibles en ce sens que ’on
peut étre sur, si le critere est vérifié, que I’on a affaire au coset leader.

Mais si I’infaillibilité d’un critére est nécessaire pour le décodage & maximum
de vraisemblance, il n’en va pas de méme pour le décodage quasi-complet, pour
lequel il est juste requis que la probabilité pour que l’arrét soit provoqué par un
élément du coset, différent du motif d’erreur, soit du méme ordre ou plus petite
que PML-

Par ailleurs, il est souhaitable que la probabilité pour que le motif d’erreur
satisfasse le critere soit la plus grande possible (ainsi le critére s’appliquera plus
souvent et le nombre moyen d’itérations sera moindre). Cela ne va pas sans
rappeler les concepts de probabilité de fausse alarme et de détection que nous
étudierons dans la partie «Détection et reconnaissances.

Bien qu’il paraisse envisageable, donc, de définir un critere capturant plus
de motifs que les criteres infaillibles, au prix d’une augmentation négligeable
du taux d’erreur, il n’y a pas eu a ma connaissance de publication abordant
ce sujet. Un tel résultat serait pourtant important car utilisé systématiquement
ensuite dans tout travail sur le décodage quasi-optimal.

Mes recherches personnelles sur ce sujet sont encore en cours, et n’ont pas
abouti & ce jour & un critére plus performant que ceux existants, malgré quelques
faux espoirs qui se sont en fait avérés trompeurs. Je préfere donc ne pas encom-
brer ce manuscrit des formules sous-jacentes & une telle étude.
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1.3 Ordre exponentiel

1.3.1 Définitions et propriétés

Les quantités qui seront considérées, seront souvent exponentielles en n, la
longueur du code. Ainsi, en va-t-il du taux d’erreur binaire (cf. théoréme 4, p.
22), de la complexité d’un algorithme de décodage complet ou quasi-complet, du
nombre de mot (mots de code, mots du coset, motifs d’erreur...) dans une boule
de Hamming de rayon proportionnel a n, et de bien d’autres acteurs jouant
sur la scene de l’espace ambiant F7. Les probabilités seront bien souvent des
fonctions exponentiellement décroissantes et les dénombrement des fonctions
exponentiellement croissantes.

Par ailleurs, que ce soit pour des raisons de concision ou d’imperfection des
modeles, ces quantités seront souvent approximées. Il apparait donc intéressant
de se fixer un degré maximal d’imprécision, et un cadre axiomatique consistant
ol les approximations ne dépassant pas ce degré s’expriment, s’évaluent, se
multiplient ou s’additionnent de maniere simple et transparente.

Toute considération quantitative se référant en général au nombre n, il est
en effet possible et recommandé d’exprimer de maniere simple une vaste classe
de résultats. Par exemple ’expression « Telle propriété est vérifiée par presque
tous les éléments de X (n) », est parfaitement consistante (le mot « presque »
ne signifie pourtant rien de précis dans le langage courant) si on lui attribue la
signification « la probabilité pour qu’un élément de X (n) ne satisfasse pas telle
propriété tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini ».

Si une quantité Q(n) > 0 est telle que log,(Q(n))/n a une limite a (éven-
tuellement égale & 0) en I'infini, la notation Q(n) = 2***°(") répond de maniere
satisfaisante a la rigueur et & I'intuition, mais nous allons en définir une autre,
plus concise et plus pratique.

Définition 6 On dit d’une quantité Q > 0 dépendant de n qu’elle est d’ordre
exponentiel o si:

lim log,(Q(n))/n = a

n—oo

Si deuz quantités Q et Q' ont le méme ordre exponentiel, on note Q = Q'.
En particulier si Q est d’ordre exponentiel a, on note Q(n) ZP gan,

SZ 1’07 dae ex; onentiel de est strictement in é’l 1euUr d celui de ! on note
’
exp exp exp

exp . N .
Q < Q. On définit de méme, de maniére naturelle <, > et >.
Les propriétés suivantes de ’ordre exponentiel se vérifient immédiatement :

Proposition 3 Si deuz quantités Q et Q' sont d’ordre exponentiel respectif o
et B alors

— Quel que soit x réel, QF est d’ordre exponentiel ax ;
- Q+ QI exp gmax(a,G)n .

- QQ s,
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Toute quantité sous-exponentielle en n (donc tout polynéme) est d’ordre ex-
ponentiel 0. Pour tout © € R, toute quantité Q > 0 dépendant de n vérifie

QlogQ)* =

Se fier a ’ordre exponentiel d’une quantité pour I’estimer n’est cependant pas

toujours pertinent. Ainsi, si Q) e;p @', cela signifie certes que pour n suffisamment
grand () est strictement supérieur & @', mais n’empéche pas que pour un n donné
(fini) ce soit le contraire. L’ordre exponentiel n’a donc d’intérét que dans le cadre
des études asymptotiques, qui quant a elles n’en manquent pas et seront menées
de maniere préliminaire & toute étude plus précise.

Voici deux formules classiques et fort pratiques exploitant la notion d’ordre
exponentiel. Elles sont basées sur la formule de Stirling d’approximation de n!.
On en trouvera les démonstrations dans [Gal68] (p. 530) ou [MS77] (p. 309).

Définition 7 On appelle entropie binaire la fonction:
Hy(z) = exlog,y(z) (1 &) log, (1 ©x)
Proposition 4

Va €]0,1] <ann> eXP onH>(a)

Vaelo,1/2] Y (T;) XD onHy(a)

=0

1.3.2 Probabilité de succes, quasi-complétude, nombre d’ité-
rations

L’ordre exponentiel est particulierement bien adapté a 1’étude de certains
algorithme de décodage quasi-complet.
Supposons en effet qu’un algorithme A(N) ait la forme suivante:

Répéter N fois:
Choisir aléatoirement un nouveau parametre;
Calculer les candidats associés a ce parametre ainsi que leur vraisemblance
Garder en mémoire le plus vraisemblable.

N est appelé le nombre d’itérations. Il importe, pour que I’étude qui suit
soit valable, que les N itérations soient parfaitement identiques (donc que les
différents choix possibles pour le parameétre soient toujours les mémes) et indé-
pendantes les unes des autres.

Il est alors possible de définir la probabilité de succes d’une itération, que
nous noterons Psycc(A) ou simplement pgy.. en 'absence d’ambiguité, qui est
la probabilité pour que le candidat optimal (le coset leader) apparaissent dans
I’ensemble des candidats calculés lors d’une itération, et qui est donc la méme
a chaque itération.
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La probabilité d’échec de ’algorithme (les N itérations n’ont pas permis
de trouver le candidat le plus vraisemblable) vaut alors (1 ©pgyc.)”. Le déco-
dage est quasi-complet si le ratio de cette probabilité par la probabilité d’erreur
intrinsequement indécodable Py, reste majoré lorsque n augmente.

exp
Proposition 5 Pour que le décodage soit quasi-complet, N > p# est néces-

. 1 exp
saire, et N = 08" = _L_ oqt syffisant.
Pauce Pauce

Démonstration: Montrons d’abord la condition nécessaire:
1

succ

exp exp
Supposons N < 5 Alors Npsuee < 1, donc Npguee <= 0, et en
n—oo

particulier, pour n suffisamment grand pg,.. < 1/2.

La probabilité d’échec de l'algorithme (1 € pgyce)™ vaut aussi:

Npsuce
(1 5peaee) )

Mais (0 < psuce < 1/2) = 1/4 < (1 SPgyec)'/Poree < e, et puisque
Npsyce tend vers 0, la probabilité d’échec de l'algorithme tend vers 1.
Pyrr, tendant vers 0, le décodage n’est pas quasi-complet.

Passons a la condition suffisante: Supposons N = Zﬁg—”. Alors la proba-
bilité d’échec de 'algorithme (1 &pgyec)”™ vaut aussi:

nlogn
(1 ey )

Mais (Psuce > 0) = (1 Spgyce)/Peuee < e, La probabilité d’échec de
'algorithme est donc inférieure & e~"'°6". Pour n suffisamment grand,
elle est donc inférieure & Pyry, (cf. théoreme 4, p. 22), et le décodage est
donc bien quasi-complet.

O

L’ordre exponentiel du nombre d’itération nécessaire pour que le décodage
soit quasi-complet est donc 'opposé de celui de la probabilité de succes. Ce
résultat tres pratique sera utilisé abondamment dans 1’étude asymptotique des
algorithme de décodage & base d’ensembles d’information (cf. section 2.2, p 46).

Conclusion

Les principales définitions dont nous aurons besoin pour traiter du décodage
ont été données.

Nous avons vu que, pour une utilisation optimale du canal, la plupart des
motifs d’erreur seront de poids supérieur au rayon d’empilement d’un code aux
propriétés spectrales moyennes. Dans ces conditions, les familles de codes li-
néaires binaires usuellement étudiés, tels les BCH par exemple, sont inintéres-
santes pour deux raisons: la premiere est que leur propriétés spectrales sont
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moins bonnes que la moyenne, la deuxieme est que l’on n’a pas d’algorithme de
décodage complet pour ces codes beaucoup plus efficace que ceux s’appliquant
a des codes quelconques aux propriétés moyennes.

Nous allons étudier ces algorithmes dans les chapitres suivants, leur com-
plexité sera exponentielle en n. Nous avons vu que les taux d’erreur apres dé-
codage sont eux-mémes exponentiels en n. Nous nous sommes donc fixés un
degré maximal d’imprécision pour les futures études quantitatives: en premiere
approximation, les termes exponentiels seront donnés exactement, les autres
seront négligés.
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Chapitre 2

Décodage dur

L’obscurité est le royaume de ’erreur.
Marquis de Vauvenargues (Réflexions et maximes)

Les plus courtes erreurs sont toujours les
meilleures. Moliére (L’Etourdi)

Une erreur ne devient une faute que lorsqu’on ne
veut pas en démordre. Ernst Jinger

Introduction

Nous allons donner dans ce chapitre une sélection des algorithmes les plus
classiques de décodage dur complet ou quasi-complet des codes linéaires bi-
naires généraux et leur complexité moyenne, du plus trivial au plus rapide.
Nous n’écrirons rien sur le décodage par treillis [LV95] [ZS93], car malgré d’in-
téressants avantages (en particulier pour le décodage souple) sa complexité reste
redhibitoire. Nous ne parlerons pas non plus des techniques de gradient de type
« zero-neighbor algorithm » [Hwa79] [LH85] [Han98|, qui nécessitent de lourds
calculs préliminaires pour chaque nouveau code et dont la complexité hors cal-
culs préliminaires est de toute facon supérieure a celle des algorithmes que nous
allons étudier.

Dans ce chapitre, le canal binaire symétrique et la métrique de Hamming
sont considérés. Le décodage complet consiste a trouver le coset leader du mot
recu, ou de maniere équivalente, le mot de code le plus proche du mot recu. Nous
supposerons toujours qu’il est unique, le cas contraire étant trés marginal et son
traitement (prise de décision, premier trouvé ou pseudo-aléa par exemple) ayant
une influence de toute fagon négligeable sur les taux d’erreur et les complexités.

Lorsque le poids du coset leader est inférieur au rayon d’empilement (ou
capacité de correction) du code, les algorithmes peuvent s’arréter sitot qu’ils
I’ont trouvé car on sait qu’il ne peut y avoir de coset de poids inférieur. Dans ce
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cas, la compléxité du décodage est fortement réduite. Dans le cas contraire en
revanche, rien ne permet en général, si ce n’est la comparaison a tous les autres
éléments du coset, d’étre siir que I’élément du coset trouvé soit le coset leader.
Le décodage complet requiert donc une certaine exhaustivité, contrairement
au décodage quasi-complet, souvent probabilste. Les complexités mentionnées
correspondent au cas oil le coset leader est de poids w = nH; (1 <k/n) (ap-
proximation du rayon de recouvrement, ou poids moyen des erreurs pour un
taux de codage égal a la capacité), c.a.d. au pire cas.

La complexité des algorithmes que nous allons considérer peut toujours s’ex-
primer sous la forme 27¢(%) P(n) ot R est le taux de codage k/n, e une fonction
a valeurs réelles positives et P un polynéme. Nous ne nous intéresserons en géné-
ral qu’a ’ordre exponentiel des complexités: Q”E(R)P(n) EP gne(R) L quantité
e(R) sera appelée coefficient de complexité.

Par exemple, dans le cas d’un algorithme de décodage trivial qui calcule la
distance du mot regu & chaque mot de code, on a e(R) = R. En effet, si le
calcul de la distance entre deux mots colite Kyn (K4 étant une constante), le
coiit total de ’algorithme est 28K n = 2nF (car il y a 2¥ mots de code). Le
coefficient de complexité est donc dans ce cas égal au taux de codage.

Nous allons voir dans quelle mesure, historiquement, on a pu faire baisser
progressivement le coefficient de complexité.

2.1 Décodage par recherche du motif d’erreur

Soit H une (n < k) x n-matrice de parité du code, pour tout mot m de
I’espace ambiant, on appelle syndrome de m le vecteur colonne Hm! (il vérifie
une propriété de linéarité: H(m +m')! = Hm! + Hm'?).

Le mot émis ayant un syndrome nul, ’erreur de transmission a le méme
syndrome que le mot recu. Décoder revient donc a chercher le mot de plus petit
poids ayant le méme syndrome que le mot recu.

Une premiere méthode est de stocker préalablement dans une table, pour
chaque syndrome, le mot en question. La complexité en temps, hors calculs
préliminaires, est alors pour ainsi dire nulle, mais la complexité en espace est
de 21— F) et les calculs préliminaires sont & refaire pour chaque nouveau code.

Cela peut aussi se faire en calculant le syndrome de tous les mots de I’espace
ambiant que ’on génere par poids croissant jusqu’a ce que 'un d’eux corres-
pondent a celui du mot regu.

Nous allons étudier cet algorithme, non pas tant pour lui méme que pour les
trois améliorations significatives que l’on peut, nous allons le voir, lui apporter.
Celles-ci pourront en effet introduire quelques idées dont nous nous servirons par
la suite pour améliorer les algorithmes de décodage par ensemble d’information.

Un travail clair, précis et complet a été mené par Ilya Dumer sur ces trois
améliorations [Dum89], [Dum93], [Dum96b], [Dum99], [Dum01]. Le dernier ar-
ticle, traitant de la derniere amélioration, devrait paraitre en 2001.
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2.1.1 Complexité

L’algorithme génere tous les motifs d’erreur par poids croissant et teste si le
mot recu auquel on retranche le motif d’erreur appartient au code (teste si le
mot recu et le motif d’erreur ont méme syndréme). Il renvoit le premier ayant
cette propriété.

Ilya (7) motifs d’erreur de poids i. Si le coset leader est de poids w =
exp

nH, (1 <R), Ialgorithme génerera Y"1, (7) = 2nHz(w/n) EP on(1-R) 1y otifs
distincts, le traitement de chacun d’entre eux se faisant en temps polynomial
(calcul d’un syndrome, test d’égalité).

Le rayon de recouvrement peut étre plus grand que nH{l(l <R) il ne s’agit
pas alors de décodage complet, mais Evseev a montré [Evs83] que la probabilité
d’erreur de tout algorithme de décodage explorant les 27('=F) motifs d’erreur
de plus petit poids était majoré par deux fois la probabilité Pysr, pour que le
motif d’erreur soit « intrinsequement indécodable »; Dumer a quant & lui montré
[Dum96b] que s'il explore les N motifs d’erreur de plus petit poids, quel que

soit N, la probabilité d’erreur est majorée par (1 + 2n(11\,_R)) Pyr. On a donc

au pire un décodage quasi-complet.
Le coefficient de complexité est donc, c’est notoire!, 1 < R.

2.1.2 Restriction & un ensemble d’information

Appelons (1...n) le support de ’espace ambiant, et supposons, sans perte de
généralité et quitte & s’en remettre & une permutation de ce support, que (1...k)
représente un ensemble d’information, c.a.d. un sous-ensemble du support de
cardinalité égale a la dimension du code et tel que la sous-matrice extraite
d’une quelconque matrice génératrice du code en ne gardant que les colonnes
indéxées par cet ensemble soit de rang plein.

Lorsqu’il génere un nouveau motif d’erreur, ’algorithme précédent détermi-
nait tous les bits de ce motif. ’amélioration consiste ici & ne déterminer que les
k premiers bits et & compléter ce début de motif de maniere a ce que le motif
obtenu ait le méme syndréome que le mot recu.

Pour ce faire, on a juste besoin d’une matrice systématique & gauche du code
(rappelons que (1...k) est un ensemble d’information). En effet, en réencodant
par cette matrice le mot recu restreint aux k premieres positions, auquel on
retranche le début de motif, on obtient un mot de code qui ne differe du mot
recu sur les k premieres positions que par le début de motif considéré. Si on le
retranche au mot recu, on obtient le seul motif d’erreur égal & notre début de
motif sur ’ensemble d’information et de méme syndrome que le mot recu. Bien
siir, le complément ainsi calculé pour le motif ne sera généralement pas de poids
faible, mais ce sera le cas si les k premiers bits correspondent a ceux du coset
leader.

1. Cette complexité est généralement mentionnée comme étant celle du décodage par treillis.
Mais si les versions basiques de ces deux algorithmes se ressemblent en ce qu’ils testent plus
ou moins les mémes candidats (mais les algorithmes et ’ordre des tests sont différents), leurs
versions améliorées n’ont, quant a elles, rien a voir.
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Pour trouver le coset leader, ’algorithme précédent doit avoir juste sur les n
décisions prises pour déterminer le motif, tandis qu’avec ’amélioration il suffit
qu’il ait juste sur les k premieres.

Une premiere version de cet algorithme consiste alors & générer tous les
motifs de poids inférieur ou egal & w sur la fenétre d’information, on obtient alors
une complexité égale a 200 i (’;) eXP gnRH:(55) qui est bien-siir inférieure
a 20 3% ("), la complexité de lalgorithme sans amélioration.

Une deuxiéme possibilité [Evs83], qui s’aveére plus économique, est de consi-
dérer plusieurs ensembles d’information de maniere a étre assuré que sur au
moins 'un d’entre eux le poids de erreur est au plus wR (pour un code cy-
clique on peut par exemple prendre ’ensemble (1...k) et tous ses shifts successifs.
D’une maniere générale, pour presque tous les codes, moins de n ensembles d’in-
formation suffisent). On ne génere donc les différents motifs que jusqu’au poids
wR au lieu de w.

La complexité est alors de 20" 2% 5= onRH: (%5),

Siw = nH{l(l <R), elle est donc d’ordre exponentiel onR(1-R)
Le nouveau coefficient de complexité est donc R(1 & R).

2.1.3 Séparation en deux des mots de I’espace ambiant

L’algorithme de base ne sollicite quasiment pas la mémoire de ’ordina-
teur. Cette situation indique souvent la possibilité d’un meilleur compromis
temps/mémoire. Nous allons voir comment la complexité de ’algorithme de base
peut étre réduite & sa racine carrée, ou comment diviser par deux le coefficient
de complexité 1 < R.

Pour tout mot m de ’espace ambiant, soit s(m) = Hm! son syndrome (H est
une matrice de parité donnée du code). Soient I} = (1...n/2) et I = (n/2+1...n)
partitionnant le support en deux parties de méme cardinalité, et soient Hy, Ho,
m1 et ma les restrictions de la matrice H et du mot m aux ensembles I et I
respectivement.

On vérifie immédiatement que Hm! = Hym! + Hym, notons alors s1(m1) =
Him! et so(ms2) = Hyml ce que nous appellerons les syndromes partiels.

Rechercher un mot m de longueur n, de syndrome donné, disons égal a s,
et de poids minimal revient donc & chercher deux mots m; et msy de longueur
n/2, tels que s1(my) + s2(m2) soit égal § et wt(my) + wt(ma) soit minimal.

Nous allons donc générer par poids croissant, et jusqu’a un certain poids
p, des mots my et mo de longueur n/2 et les stocker, ainsi que leur syndréme
partiel dans des tables T} et T5.

Il suffit ensuite de chercher un couple (my,m2), tel que s;(my)+ s2(m2) soit
égal 5 (et 'on a bien sir wt(m;) + wt(ms) < 2p).

Algorithmiquement parlant, deux solutions se présentent pour avoir acces a
ces couples:

— ou bien grace a un tri préliminaire des ensembles de couples (m, s;(m))
selon un ordre sur les s;(m) € ngk; la complexité d’un tri a le méme
ordre exponentiel que le cardinal de I’ensemble et n’augmentera donc pas
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I’ordre exponentiel de la complexité de ’algorithme qui est minorée par
ce cardinal (il n’empéche que, bien que de méme ordre exponentel, la
complexité de ce tri dominera celle de la premiére étape par un facteur
polynomial en n).

— Ou bien grace a un rangement au fur et & mesure des m dans des boites
correspondant & la valeur des s;(m); la complexité en espace (nombre de
boites) devient alors d’ordre exponentiel n <k; lequel se répercute sur la
complexité en temps pour des raisons de gestion de la mémoire (coiit de
Pallocation, de l'initialisation, de la libération des boites).

La deuxieme solution est ici exclue car la complexité de l’algorithme hors
gestion de la mémoire est, nous allons le voir, d’ordre exponentiel strictement
inférieure a n <k; et utiliser la deuxieme solution annulerait cette amélioration.
On adoptera donc la solution du tri.

Les couts en temps et en mémoire de ces différentes étapes, si elles sont
correctement implémentées, sont du méme ordre exponentiel que le nombre de
mots ainsi générés.

Que doit valoir p pour que I'algorithme donne la solution? L’ideal serait
d’avoir p = w/2 pour avoir le plus faible cott. Mais l’on n’est pas sir que le
coset leader se sépare sur (I, I2) en deux parties de méme poids. Par ailleurs en
prenant p plus grand, on ne peut étre assuré que la premiere solution trouvée
soit la meilleure, ce qui complique la deuxieme phase...

La solution consiste en fait & considérer une fois encore plusieurs partitions
(I1,I;) différentes. On prendra les m/2 premiers shifts de la partition (I, I2)
définies plus haut. On vérifie en effet aisément que le poids de tout mot de
poids w se décompose en (w/2,w/2) sur 'une au moins de ces n/2 partitions.
On peut alors ne calculer que les mots my et ms de poids w/2, s’il existe un
élément du coset de poids w, il sera ainsi détecté.

Quelques adaptations simples sont & faire dans le cas ot n et/ou w sont
impairs mais ne posent pas vraiment de problemes [Dum99].

Il faut générer et stocker en mémoire n(Z//é) EP 93 H2(w/n) mots, donc
27/20-F) g = nH, ' (1 ©R).
-R

Le nouveau coefficient de complexité vaut donc 1T

2.1.4 Utilisation de codes poinconnés

On voudrait utiliser simultanément les deux améliorations précédentes et
obtenir ainsi un coeflicient de complexité de M, mais cela n’est pas possible
car si I'on connait la valeur du syndrome de l'erreur sur le support complet,
on n’a en revanche aucune information sur la valeur du syndréme de ’erreur
restreinte a un ensemble d’information.

Il est cependant possible de connaitre la valeur du syndrome de ’erreur res-
treinte & un sous-ensemble du support relativement a la matrice de parité du

code poinconné en le complémentaire de ce sous-ensemble. On pourra, grace &
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cette astuce, regrouper indirectement ces deux améliorations en un seul algo-

BO_R) BUB) Voici le

rithme. Le coefficient de complexité ne sera pas mais
principe:

Soit s (k < s < m) un parametre de l'algorithme. Supposons, par souci
de simplicité, que s et w soient pairs. Et soient I; et I deux sous-ensembles
disjoints du support, de cardinalité s/2 tels que I = I;Ul> contienne un ensemble
d’information.

Soit Ct le [s, k]-code poinconné, c’est-a-dire I’ensemble des restrictions des
mots de code & I’ensemble I; et soit Hy une (s <k) X s-matrice de parité de ce
code.

Soit m le mot recu, my sa restriction a I, et § le syndrome selon Hy de my.

Soient enfin Hy, et Hy, les restrictions de Hy aux ensembles I; et I> et pour
tous mots my et mo de longueur s/2, s1(m1) = Hr,m} et sa(m2) = Hr,mb leurs
syndromes partiels.

Le fait que I contienne un ensemble d’information du code implique que tout
mot de code poinconné ¢y ne peut étre étendu qu’en un seul mot de code ¢, que
Pon notera C(cr), et que cela peut se faire par simple réencodage de la partie
« information » de cj.

Nous allons supposer que I et I contiennent chacun au plus ws- erreurs de
transmission. L’hypothese est abusive, mais comme dans les deux cas précédents,
on considerera plusieurs couples (I, I2) choisis de maniére a ce que 1’on soit sir
qu’au moins I'un d’entre eux la vérifie. Dumer a montré, de maniere constructive,
que O(n) couples (I, I7) suffisent [Dum96b] (voir aussi [Bar9g]).

On cherche alors deux mots m; et my de longueur s/2, de poids inférieur
ou égal & w3, tels que s1(m1) 4 s2(m2) = 3, et tels que m + C(mr + (m1|m2))
soit de poids minimum.

Nous allons construire tous les mots de longueur s/2 et de poids inférieur ou
égal & ws-. Et pour chaque tel mot e, nous stocquerons les couples (e, s1(e)) et
(e, s5(e)). Cette opération aura un coiit d’ordre exponentiel 23 72(),

Nous allons ensuite considérer les paires (eg, e2) telles que sq(e1)+s2(e2) = 3.
On montre qu’en moyenne une paire sur 2°~* vérifie cette égalité. Pour chaque
telle paire, on calcule le poids de m + C(my + (e1]|e2)) et si ce poids est le plus
petit que l’on ait trouvé, on garde en mémoire le mot de code C(my + (eq|ez)).
Cette opération aura un coiit moyen d’ordre exponentiel 25H2(3)—(s—k),

Algorithmiquement parlant, deux solutions se présentent pour avoir acces a
ces paires:

— ou bien grice & un tri préliminaire des ensembles de couples (e, s;(e))
selon un ordre sur les s;(e) € Fg_k; la complexité d’un tri a le méme
ordre exponentiel que le cardinal de I’ensemble et n’augmentera donc pas
I’ordre exponentiel de la complexité de ’algorithme qui est minorée par
ce cardinal (il n’empéche que, bien que de méme ordre exponentel, la
complexité de ce tri dominera celle de la premiere étape par un facteur
polynomial en n).

— Ou bien grace & un rangement au fur et & mesure des e dans des boites
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correspondant & la valeur des s;(e); la complexité en espace (nombre de
boites) devient alors d’ordre exponentiel s <k; lequel se répercute sur la
complexité en temps pour des raisons de gestion de la mémoire (cotlt de
Pallocation, de l'initialisation, de la libération des boites).

Si la complexité de ’algorithme hors gestion de la mémoire est d’ordre expo-
nentiel supérieur ou égal & s <k, et si les ressources en mémoire le permettent,
la deuxieme solution sera préférée car elle permet de faire I’économie du tri.

A la fin de ces opérations, le mot de code gardé en mémoire est celui que
I’on recherchait. Le coiit de ’algorithme, pour w = nH{l(l <R), est d’ordre

exponentiel gmax(5(1-R),s(1-R)=(s—k)) 1,6 coefficient de complexité est donc égal
a max (£(1 ©R),s(1 &R) &(s <k)) /n.
Le minimum est atteint pour s = n-2£&; on a alors:

1+R’
R(1&R
%(1 SR)=35(l &R) (s k) =s ok = n%
Le nouveau coefficient de complexité est donc R(llgRR)

La complexité en espace est du méme ordre exponentiel que la complexité
5 p(w R(1-R) -
en temps (2372(%) = 2" 1¥% ") et I'on remarque en particulier qu’elle est donc
d’ordre exponentiel 2°~*. La solution des boites plutét que celle du tri n’aug-
mente donc la complexité en espace que par une constante, et diminue la, com-
plexité en temps, du fait de I’économie du tri, par un facteur linéaire en n.
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2.2 Décodage par ensemble d’information

2.2.1 Principe et justification

Jappellerai algorithme de décodage par ensemble d’information tout al-
gorithme de décodage des codes linéaires généraux (aléatoires) explorant un
nombre exponentiel (en n) d’ensembles d’information (contrairement aux algo-
rithmes des sections 2.1.2 et 2.1.4, qui travaillent sur O(n) ensembles d’infor-
mation différents).

Le décodage par ensemble d’information est un principe puissant, rédui-
sant fortement les complexités usuelles. Introduit trés t6t (1962) pour les codes
cycliques [Pra62], généralisé par Omura dans un rapport de 1969 (cf. [CC81]
pp.119-127), il a depuis été redécouvert et largement étudié, citons entre autres,
par ordre chronologique [McET78], [CG81], [Kro89], [CG90], [Dum91], [vT94],
[CC98], [BKvT99).

Pour le comparer a la recherche de motif d’erreur, disons que plutét que
d’avoir besoin de trouver précisément l'erreur, le décodage par ensemble d’in-
formation a juste besoin d’en trouver un (n < k)<recouvrement, ce qui est
nettement plus facile.

Définition 8 Soient X un ensemble, e un sous-ensemble de X et r un en-
tier. on appelle r&recouvrement de e tout sous-ensemble de X de cardinalité r
contenant e, on dit qu’il recouvre e.

Si E est un ensemble de sous-ensembles de X, on appelle r<recouvrement
de E tout ensemble R de sous-ensembles de X de cardinalité r, tel que tout
élément de E soit recouvert par au moins un élément de R.

Si lon a un (n < k)srecouvrement du motif d’erreur, son complémentaire
(de cardinalité k) est dépourvu d’erreur, et pour peu qu’il s’agisse d’un en-
semble d’information, il est alors possible d’annuler le coset du mot regu sur cet
ensemble et donc de retrouver ’erreur.

S’il ne s’agit pas d’un ensemble d’information, c.a.d. si la matrice extraite de
la matrice génératrice en ne gardant que les colonnes indéxées par cet ensemble
est de rang non plein k¥ <z (z > 0) (On dit alors de cet ensemble qu'’il est
xedéfectif), alors le motif d’erreur est & chercher parmi au plus 2% cosets du
mot recu, facilement calculables. Il suffit en effet de compléter ’ensemble par x
éléments adéquats de maniere a ce qu’il contienne un ensemble d’information,
et d’essayer les 2% motifs possibles sur le complément.

Par ailleurs, on montre que la valeur maximale qui puisse étre prise par = est
négligeable devant k, ainsi que l'affirme de maniere plus rigoureuse le théoréeme
suivant [CG90).

Théoréme 6 Pour tout tauz de codage R, tout a > 0, et tout n suffisamment
grand, presque aucun [n, |[nR]|code linéaire ne contient de [nR|-uplet [nRo]-

défectif.
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Enfin, les implémentations que nous allons proposer ne testent de toute fagon
que des k<uplets non défectifs. Le lemme suivant, attribué a D. Mandelbaum
[Man80] est & ce titre rassurant:

Lemme 1 Soit w une métrique sur FY telle que:
Vz,z' € F} (suppz C suppz’) = (w(z) < w(z'))

Pour tout code C' et tout coset leader m (relativement o la métrique w), il
eziste au moins un ensemble d’information de C' disjoint de m.

Démonstration: Permutons le code de maniere a ce que le support de m en
constitue les positions les plus & droite. Considérons une matrice généra-
trice de C' réduite a sa forme échelon, et soit ¢ sa derniere ligne.

Soit ¢ la position non nulle la plus a gauche de ¢, et j celle de m. Si j > i
I’ensemble d’information de la forme échelon est disjoint du support de m,
et si j <4, alors ¢ a son support inclus dans celui de m.

Donc m + ¢ a son support strictement inclus dans celui de m et donc
w(m 4+ ¢) < w(m), ce qui est incompatible avec le fait que m est un coset
leader. O

2.2.2 Description d’une itération, format des données

Un algorithme de décodage par ensemble d’information consiste & chercher
un ensemble d’information dépourvu d’erreur. Si 'on en trouve un, il est alors
possible de calculer ’élément du coset n’ayant que des 0 sur cet ensemble, et il
s’agit forcément de lerreur (mais I'on ne sait pas forcément la distinguer d’un
autre élément du coset).

Nous supposerons, quitte & permuter les colonnes, que I’ensemble d’infor-
mation considéré est I’ensemble des k positions les plus & gauche. La matrice
génératrice sera toujours sous forme systématique (ce qui demande une diagona-
lisation & chaque changement d’ensemble d’information), et puisqu’il est loisible
de considérer n’importe quel élément du coset du mot recu m a la place de
celui-ci, nous considererons que m est égal a I’élément de son coset qui est nul
sur ’ensemble d’information.
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Ainsi, g1, ...gx €t m ayant toujours la méme forme sur les k positions les plus
a gauche, il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire les k(k + 1) bits corres-
pondants. Seuls les (n <k)(k + 1) bits des n <k positions, dites de redondance,
les plus & droite (Gr et mpg) seront stockés.

Remarque 1 Les k + 1 lignes en question, de longueur n <k, seront stockées
sous forme de mots machines (de la largeur du bus de données). Il sera ainsi
posssible par exemple d’effectuer un grand nombre d’addition modulo 2 (ou ex-
clusif) simultanément (32 ou 64 pour la plupart des architectures actuelles).

L’algorithme calcule le poids de m sur ces n <k positions (c.a.d. le poids de
mp). S'il est inférieur au rayon d’empilement du code, il ne peut s’agir que du
coset leader. L’algorithme le reconstruit en allouant les k positions effacées et
en effectuant la bonne permutation.

Sinon, Palgorithme considere un nouvel ensemble d’information, recalcule,
par une éliminination de Gauss ou pivot, Ggr puis mpg et recommence.

L’algorithme garde en mémoire le coset de plus petit poids parmi ceux qu’il
a calculés. Il renvoie ce dernier si au bout d’un nombre d’itérations N,,,, donné
il n’en a pas trouvé de poids inférieur au rayon d’empilement.

Le taux d’erreur résiduel est fonction de Ny,., et décroit asymptotique-
ment vers le taux d’erreur résiduel du décodage complet lorsque N,,,, tend vers
linfini. La valeur de N,,,, nécessaire pour obtenir un taux d’erreur résiduel
inférieur & z fois ce taux (z > 1 donné) (c’est & dire pour que le décodage soit
quasi-complet) croit exponentiellement avec la longueur quel que soit z.

2.2.3 Pivot vicinal

Lorsque deux ensembles d’information ne different que par une position, on
parle alors d’ensembles d’information « vicinaux », et on apelle pivot « vici-
nal » le fait d’obtenir une matrice diagonalisée sur 'un & partir d’une matrice
diagonalisée sur l'autre.

Il s’agit donc de permuter une position d’information et une position de re-
dondance et d’effectuer le pivot correspondant. Mais de méme que tout k<uplet
de positions ne constitue pas forcément un ensemble d’information, toutes les
permutations ne permettront pas d’effectuer un pivot.

Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante sur les deux posi-
tions a permuter pour que le pivot soit possible avant de décrire dans le détail
la routine qui 'effectuera.

Proposition 6 Soit I un ensemble d’information, I son complémentaire et G
la matrice génératrice diagonalisée selon I. Alors pour tout couple (A, pu) € Ix 1,
l’ensemble obtenu a partir de I en permutant X et u est un ensemble d’informa-
tion si et seulement si G, = 1.

Démonstration: Un k<uplet J est un ensemble d’information si et seulement
si les colonnes de G indéxées par .J sont linéairement indépendantes.
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Les colonnes indéxées par I<{\} sont nulles sauf en une position, distincte
pour chaque colonne. Elles sont donc linéairement indépendantes et il n’y
a que la position A en laquelle elles soient toutes nulles.

il faut et il suffit donc que la colonne p soit indépendante de ces dernieres;
ce qui est le cas si et seulement si elle est non nulle en . a

Nous avons vu que seule la partie redondante G de G est stoquée en mé-
moire. Mettre a jour Gg en tenant compte d’un pivot selon deux positions A et p
vérifiant la condition ci-dessus revient donc a effectuer les opérations suivantes:

1 Compléter Gg pour obtenir G (systématique & gauche);
2 permuter les colonnes A et u de G}

3 diagonaliser & gauche la nouvelle matrice par des combinaisons linéaires
de lignes adéquates;

4 éliminer la partie systématique et stocquer dans Gg la partie redondante
obtenue.

En étudiant plus précisément 1’étape 3, nous allons voir comment s’affranchir
des étapes 1, 2 et 4: au début de ’étape 3, la matrice est presque systématique,
seule la colonne A doit étre modifiée par les combinaisons linéaires:

A %
! !

" ) W
? (0) 0

G= 1 ” 1 () | <A

(0) ? 0

L ? 1 0 J

m = [ (0) ? (0) ™ 0 (™) ]

Il s’agit donc de transformer, par une combinaison linéaire de ligne adéquate,
chaque « 1» de la colonne A, sauf celui de la diagonale, en « 0 ». Les combinaisons
linéaires adéquates en question consistent bien siir a ajouter la ligne A aux lignes
ayant un « 1 » sur la colonne A. Ce faisant, on voit que la colonne A prendra
la forme de la colonne pu, ce qui est le but recherché, mais aussi que la colonne
i prendra la forme de la colonne A. Tout se passe donc, aprés cette étape 3,
comme si ’on n’avait pas permuté les deux colonnes & 1’étape 2, qui apparait
donc superflue.

Supposons donc que I’on n’opere que sur la matrice Gg, c.a.d. que ’on oublie
les étapes 1,2 et 4. On vient de voir que la colonne p reste inchangée. Quelles
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transformations le reste de la matrice G doit-il subir? Il faut, comme on vient
de le voir, ajouter la ligne A aux lignes ayant un « 1 » sur la colonne que l’'on
aurait envoyée en A a l’étape 2, c.a.d. la colonne p, & ceci pres donc, que cette
colonne i ne doit pas en étre affectée. Voici donc la routine que je propose, avec
les notations suivantes:

Pour i = 1...k, R; représentera la iéme ligne de Gg, et pour j = k + 1...n,
R;; = G; ;. Les additions sont des « ou exclusifs » sur les bits.

Pivot(R, mpg, A\, i)
[ Si Ry, =0 alors ..ERREUR, STOP...

Ry, <0 /*pour ne pas affecter la colonne p */
Pour ¢ allant de 1 & k, i # A, faire:

[ Si R;, =1 alors R; — R; + Ry

Sim, =1 alors mp < mpg + Ry

Ry, «—1

Le test a l'intérieur de la boucle sera positif une fois sur 2 en moyenne. La
complexité de cette routine est donc bien ¥ (n &k) ~ Mn?

Bien str, il faudra garder en mémoire la permutation globale qu’aura subie
la matrice G au fil des itérations afin de pouvoir reconstruire quand on le désire
le coset choisi. La routine décrite ci-dessus devra donc en plus mettre a jour

cette permutation globale.

2.2.4 Complexité
Cotit d’une itération

Le coiit de chaque itération est le cotit d’un pivot plus celui du calcul du poids
de mp. Si 'on dispose d’une matrice diagonalisée sur ’ensemble d’information
I comme point de départ, et que ’on veut obtenir une matrice diagonalisée sur
I’ensemble d’information .J, le plus économique est d’effectuer k< |I N .J| pivots
vicinaux.

Lemme 2 Si I et J sont deux sous-ensembles de {1..n} de cardinal k choisis
aléatoirement (de maniére uniforme dans l’ensemble des tels sous-ensembles) et

de maniére indépendante, alors l’espérance du cardinal de I N J est égale a %

Démonstration: Si I est un sous-ensemble de {1...n} de cardinal k choisi aléa-
toirement de maniere uniforme dans ’ensemble des tels sous-ensembles,
alors chaque position appartient a I avec une probabilité % On a donc:

B(INJ) =Y Pri e 1nJ) =3 Prli € )Pr(i € J) = n (g)

i=1 i=1
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k <|I N J| vaut donc en moyenne nR(1 < R). La complexité moyenne d’un
pivot vicinal (avec mise & jour de mg) vaut quant & elle (k+1)2("_k) 2 R(IQR).
La complexité moyenne d’un pivot est donc n®R?(1 & R)?/2.

Celle du calcul du poids de mpg, linéaire en n, est donc négligeable, et les
itérations de l'algorithme de décodage par ensemble d’information coiite en

moyenne n®R%(1 & R)?/2.

~n

Nombre d’itérations

Un algorithme de décodage par ensemble d’information teste successivement
différents ensembles d’information en espérant que le complémentaire de 1'un
d’eux recouvre 'erreur. Nous avons deux possibilités:

Ou bien il choisit aléatoirement un certain nombre N d’ensembles d’infor-
mations. On a alors un algorithme probabiliste et si NV est correctement dimen-
sionné, il s’agit de décodage quasi-complet (nous allons étudier la dépendance
de N en n et k pour que ce soit le cas).

Ou bien il parcourt une liste prédéfinie ou calculable d’ensembles d’informa-
tion qui est telle que I’ensemble de leurs complémentaires recouvre I’ensemble
des cosets leader. On peut alors étre assuré que le complémentaire d’au moins
I’'un d’entre eux recouvre le coset leader du mot regu et donc que celui-ci sera
calculé. Il s’agit alors d’un algorithme déterministe de décodage complet.

Définition 9 On appelle sphére de Hamming de rayon w sur un ensemble X,
l’ensemble de tous les sous-ensembles de X de cardinal w.

Les cosets leader étant de poids au plus le rayon de recouvrement du code,
il suffit d’avoir une liste d’ensembles d’information telle que ’ensemble de leurs
complémentaires recouvre la sphére de Hamming de rayon le rayon de recouvre-
ment du code.

Quel que soit le code considéré, on sait qu’une telle liste existe. On connait
méme [ES74] des bornes inférieures et supérieures de méme ordre exponentiel
sur sa taille minimale:

Théoréme 7 Soit, pour tout w < r < n, b(n,r,w) le cardinal minimal d’un
rerecouvrement de la sphére de Hamming de rayon w sur {1..n}. On a:

() r ()
) < b(n,r,w) < [In <w> +1] )

§iQ<p<l  bn,pn,Qn) 2 gri@-mi:(3)

Le traitement de chaque ensemble d’information se faisant en temps polyno-
mial, le coefficient de complexité de l’algorithme déterministe serait donc (avec
r=n&ket w=nH;"'(1&R), ouencore p = Hy(Q) = 1 &R):

H,'(1 @R)))

(leR) <1 <H, < TGR
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Malheureusement, on ne sait comment générer une liste d’ensembles d’infor-
mation ayant la propriété requise et une taille du méme ordre exponentiel que
les bornes mentionnées ci-dessus. Nous allons donc nous intéresser a la version
probabiliste.

En supposant toujours ’erreur de poids w, la probabilité pour qu’un en-
semble d’information donné soit dépourvu d’erreur vaut ("3*)/(}) = (";I”) /(%)
Cette quantité est donc aussi la probabilité psy,.. pour que le coset leader soit
détecté a une itération donnée.

Les itérations étant indépendantes les unes des autres, On en déduit (cf.
section 1.3.2, p. 36) que 7;—1:1"%?" itérations suffisent pour effectuer un décodage

quasi-complet.
Et puisque Psuce = (n—k)/(n) eép 2n((1—R)H2(%)—H2(Q)) (01\1 O = %), le

w w
nombre d’itérations est d’ordre exponentiel:

on(Hz(2)—(1-R)Ha (125))

Le coefficient de complexité est donc (avec Q@ = H; '(1 & R)):

H,'(1 @R)))

(1eR) <1 <H, < TGR

c.a.d. le méme que dans le cas déterministe.

2.3 Décodage mixte

2.3.1 Recherche de motifs d’erreur: approche directe

Dans l'algorithme décrit en section précédente, un seul élément du coset est
calculé a chaque itération. Celui-ci supporte donc seul le coiit du pivot. II est
plus intéressant de partager ce cott entre un nombre 7' > 1 d’éléments du coset
en autorisant un petit nombre d’erreur p sur ’ensemble d’information.

Par exemple, un élément du coset de poids 1 sur ’ensemble d’information
est égal a la somme de I’élément m du coset de poids zéro sur cet ensemble et
de I'une des lignes de la matrice génératrice. A tout élément ¢ du coset de poids
p sur ensemble d’information correspond un ensemble J C {1...k} de cardinal
p tel que c:m+zjejgj.

Comment évolue la complexité si I’on calcule a chaque itération les T =

f:() (’;) ~ ("I)Li)p éléments du coset de plus petit poids sur I’ensemble d’infor-
mation?

La probabilité pour que le coset leader, qui est de poids w = nf2, soit de poids

o (RH ()

au plus p sur un ensemble d’information donné, vaut psye. = T; Psuce

Lo () L () ;
-

n

est donc nP fois supérieure a la probabilité de succes

d’une itération de 'algorithme de base. On peut donc s’attendre a ce que le
nombre d’itérations nécessaire a la quasi-complétude soit d’autant diminué.
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Chaque itération demande une diagonalisation de la matrice génératrice se-
lon un nouvel ensemble d’information, ce qui coiite en moyenne n3R?(1<R)?/2,
ainsi que le calcul des T' motifs d’erreur (éléments du coset) de poids i (i < p)
sur I’ensemble d’information, et de leur poids, ce qui cotite, pour chacun d’entre
eux (i + 1)n(1 ©R).

Le coiit de chaque itération est donc multiplié par environ 1+
e

2T (p+1)n(1-R) _,
n3R2(1-R)2 "~

Le cotit gl.obal est donc multiplié par:

mp:

| (p+ H(RP>
(mp ) (”21)5;1%)1)! )

1-R-Q

On trouve que mpy; <my est proportionnel a:

= ((le)lg-)pl_)'l <1<(:2>R <:>1> <:>( p! + 2(p+2) 2(2p+3)

nR)P—2 0 " 1eR

La valeur optimale de p est donc le plus petit p tel que I, > 0.

Orly =nR (L2 ©1) ©(nR)* + & %5, donc:

nR> 1ROy 80 PPN =1y <0
20 (1eR)(1<R<&0) 1R &0 0

De méme [; =2 (358 ©1) enR+ § & 2% donc:

1R 6 10

En revanche, si nR > p > 2, alors # < 2, et puisque 2 < %, on a:

2(p+2) 2(2p+3) 2

5
0 “T1ler ~1er”

, etdoncli, >0.

La valeur optimale de p est donc généralement égale & 2, et ce, indépendam-
ment de n. Le coefficient de complexité ne sera donc pas modifié, mais pour
p = 2, la complexité est divisée par le polynome:

1<:>R< RO )2 5
n

8<2R \1&R &N

On a vu cependant, dans la section traitant des algorithmes de recherche de
motifs d’erreur, que la recherche pouvait étre accélérée par quelques astuces. La
premiere amélioration, consistant & se restreindre & un ensemble d’information,
n’est évidemment pas applicable au décodage par ensemble d’information. La
deuxieme ne l’est pas directement car on ne connait pas le syndrome de I’erreur
restreinte a I’ensemble d’information considéré. Mais il est possible d’adapter la
troisieme.
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2.3.2 Utilisation de codes poingonnés

A chaque itération, plutdt que de calculer les éléments du cosets de poids au
plus p sur un ensemble d’information, nous allons chercher ceux qui sont de poids
au plus p sur un ensemble contenant strictement un ensemble d’information.
Appelons cet ensemble I, s > k son cardinal et supposons s et p pairs, et
p < %% (si p= %%, on retrouve le décodage de la section 2.1.4).

Chaque itération consistera en une execution de ’algorithme décrit en section
2.1.4. La différence entre les deux algorithmes réside en ce que le premier est un
algorithme déterministe de décodage complet calculant les mots poinconnés de
poids au plus w sur O(n) sous-ensembles déterminés judicieusement; tandis
que le second est un algorithme probabiliste de décodage quasi-complet calculant
les mots poingonnés de poids au plus p < w sur un nombre exponentiel de
sous-ensembles déterminés aléatoirement.

Ce principe a été proposé par Dumer en 91 [Dum91]. Calculons l'ordre ex-
ponentiel du coit global de cet algorithme.

La probabilité de succes & chaque itération est la probabilité pour que le coset
leader soit de poids au plus p/2 sur deux sous-ensembles du support, aléatoires,
disjoints, de cardinal s/2:

/2 /2 (s s n—s
Psuce = Zp Zp ((/"2))( 42) (w_i_j) P 23Hz(§)+(nfs)Hz(z

w

=2)-nHa(3)

2 2 (s/2\ (s/2 —s \ exp 2\ (s/2 -

(2 S8 (1) 1) () = maxoci e (*17) () (,152,), et on pour-
rait montrer que ce produit de coeflicients binomiaux augmente avec i et j jus-
qu’éZi =j = 4., 0or 5§ < P le max est donc atteint pour i = j = p/2, et

2 —s\ €XDP 5sH,(2)+ Hy(2=r
(2)7 (7)) (20))

Le nombre d’itérations nécessaire au décodage quasi-complet est donc d’ordre

exponentiel gnHa(3)=sHa(%)—(n—s)Ha(3=F)

Le coiit d’une itération se décompose en:

— Choix d’un s-sous-ensemble contenant un ensemble d’information; pivot
sur celui-ci; calcul d’une matrice de parité du code poingonné. Cotit poly-
nomial.

— Calcul et stockage pour chaque moitié de I’ensemble I des Ep/2 (542)
motifs d’erreur de poids au plus p/2 et de leur syndréome partiel. Coiit

d’ordre exponentiel 2242 (%),

— Calcul, pour chaque paire de demi-motifs dont les syndromes partiels se
somment en § de I’élément associé du coset et de son poids. Cotit d’ordre

exponentiel 9sH:(§)=(s=h) (cf. section 2.1.4).

Il est donc d’ordre exponentiel: gmax(§ Hz(3),sHa(2)—(s—k))
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Et le coefficient de complexité , (p/n, s/n) de lalgorithme est donc:

() (5o (g oo (55 () 5 (2) & 557)

S n R 2n S S n

supposons que w = nH; ' (1 &R), s = no et p = n, on a alors:

™

, (m,0) = (1 &R) &0 H, (;) o(1e0)Hs (W)

1&0
T

+ max (%Hg (g) ,o0H> (;) o -I-R)

H;'(1eR) o o T
=(leo)|1<H, H, 1ok on + max (a <R & —-H, (—) ,0)
1o 2 o
Il s’agit donc de choisir 7 et ¢ qui minimisent cette expression et soumis
bien-silir aux contraintes:

R<o<1l; 0<n<H,'(1eR); 0<oer<lsH, (1<R).

On remarquera que pour ¢ = R et 7 = 0, la complexité est celle du décodage
par ensemble d’information.

Au voisinage (& droite) de ¢ = R, on a max (0 ©@R&3H, (Z),0) = 0.
Lorsque ceci est vérifié, on a:

3}
——(7,0) = &l ©log, <1 &

Oo

1&0

Mais pour 0 < R < 1, HQ_I(I <R) < %; donc au voisinage de ¢ = R,

-1
w < % ce qui implique que %(ﬂ', R) < 0, donc que le o optimal est

strictement supérieur & R et surtout que la complexité est exponentiellement
inférieure & celle du décodage par ensemble d’information.

La surface représentant , (7, 0) en fonction de 7 et o est C* par morceaux,
et composée de deux « morceaux » de part et d’autre de la courbe délimitant les
régions ou le maximum figurant dans 'expression est atteint par I'un ou 'autre
de ses deux opérandes.

On pourra résoudre ce probléme de minimisation numériquement, et consta-
ter que le minimum est atteint précisément sur cette courbe. Supposons donc,
afin de pousser I'analyse, et sans chercher & démontrer cette derniere affirma-
tion, que 'on se trouve sur cette frontiere, donc que o <R <% Ho (g) =0; c.a.d.

que 7 =oH;"' (2(1£)). Alors Zfﬁ] (*/2) 2 25k et

(2

Hy'(1eR)eoH; ' (2(1 @%))))

, (0)=(1®0) <1 <Hy ( P

o est alors soumis aux contraintes:

R <o <min(1,2R); oH;" (2 <1 @g» < H;y'(1 R);
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o <1 sH, ! <2 <1 @?))) <1eH,' (1=R).

On essaiera de trouver numériquement I’argument minimum de , , qui dé-
terminera o et ’on pourra en déduire 7.

2.3.3 Utilisation de surcodes

L’optimisation de la complexité asymptotique ne correspond pas toujours
aux besoins réels (longueurs finies). Elle conduit parfois & mettre au point des
algorithmes qui ont certes un coefficient de complexité intéressant, mais qui
sont d’une sophistication telle que l’on se demande a partir de quelle longueur
ils commencent & s’avérer plus intéressants que leurs concurrents.

Cela dit, pour étre complete, cette section se doit de mentionner 'algorithme
trouvé par Barg, Krouk et Van Tilborg en 1999 [BKvT99], dont le coefficient
de complexité semble inférieur & celui que nous venons d’étudier et serait donc
le plus petit connu a ce jour, et qui est peut-étre un exemple du phénomene
mentionné ci-dessus.

Il ressemble au précédent en ce qu’il se repose sur le décodage par ensemble
d’information, en consacrant un effort exponentiel a chaque itération, de maniere
a pouvoir « capturer » le plus grand nombre possible de motifs d’erreur en un
colit minimal, et en utilisant pour ce faire des techniques de syndromes partiels.

Son originalité réside dans le calcul d’intersections d’ensembles construits
dans une premiere phase de l'algorithme. Ces intersections détermineront un
ensemble de candidats.

Soient w le poids del’erreur,0 < p < w,0 <y < neket1 <b < 1+%
des parametres de algorithme. Notons tout de suite que p/n, y/n et b seront
optimisés a la fin de cette étude indépendamment de n, et ne dépendront que
du taux de codage R.

A chaque itération, nous allons considérer une partition du support en ’en-
semble d’information d’une part et en s = "T_’” sous-ensembles de cardinal y
d’autre part (on supposera que y divise n<k); et nous allons calculer I’ensemble
E des éléments du coset de poids p (et non pas « au plus p ») sur I’ensemble
d’information et de poids au plus ¢ = s‘f;fl sur au moins b des s sous-ensembles
de taille y.

En effet, si 'erreur, de poids w, est de poids p sur ’ensemble d’information,
alors elle est de poids au plus ¢ sur au moins b des s sous-ensembles de taille .
Sinon elle serait de poids supérieur & ¢ sur au moins s<b+ 1 de ces ensembles et
par définition de ¢ elle serait de poids total supérieur a w. La probabilité pour
que l'erreur appartienne a ’ensemble E est donc la probabilité pour qu’elle soit
de poids p sur I’ensemble d’information. On a donc:

k\ (n—k
% P Hmer (B2, 2)n (2.1)

avec ¢ (R, 9, 7) = Hy(Q) RH, (%) &(1 &R)H, (SH).

psucc -

1-R
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Il s’agit donc de calculer ’ensemble E & un coiit minimal. Nous allons utiliser
des techniques de séparation de syndromes.

Supposons, sans perte de généralité, que ’ensemble d’information soit formé
des k positions les plus & gauche, que les s sous-ensembles aillent & sa suite de
maniére connexe, et appelons S; (i = 1...s) I’ensemble réunion de ’ensemble
d’information et du iéme sous-ensemble. Soient H = [A|[,,_x] une matrice de
parité du code sous forme systématique & droite, et pour i = 1...s, H; = [A4;|],]
la y x (k4 y) matrice composée des lignes de H correspondant au iéme sous-
ensemble et de support égal & S;; et pour tout mot x, soit s;(x) le syndrome
selon cette matrice de x restreint ou étendu au support S;.

Tout d’abord, considérons la partition de ’ensemble d’information ({1...k/2},
{k/2 4+ 1...k}) et tous ses « shifts » modulo k, soit k/2 partitions en tout. Tout
motif de poids p sur 'ensemble d’information se sépare en deux motifs de poids
p/2 sur au moins I'une d’entre elles. Nous allons donc effectuer & /2 fois le méme
travail, ce qui ne changera pas l'ordre exponentiel de la complexité. Nous ne
décrirons ce travail que pour la premiere partition.

Pour ¢ = 1...s, nous allons calculer et stocker ’ensemble de tous les motifs
de poids p/2 sur la partie gauche ainsi que leur syndréme selon H;, puis nous
ferons de méme pour la partie droite. On obtient ainsi pour chaque i deux tables
199 et 19

I = {(s1q, e14)/ Wtlerg) = p/2, si(e1g) = 514}

Iy) = {(s1a, e1a)/ wt(era) = p/2, si(era) = s1a}

La complexité en temps et en mémoire de cette construction est d’ordre expo-

nentiel:
95 H2(})

En séparant de méme chaque y-sous-ensemble en deux (de y/2 manieres
différentes), on calcule et on stocke, pour ¢ = 1...s et pour chaque moitié de
sous-ensemble, des motifs de poids au plus ¢/2 et leur syndréomes selon H;
(cette partie de H; étant diagonale, les motifs sont égaux a leur syndrome). On

obtient ainsi deux tables Rgi) et R((ii):
R = {(srq,eng)/ Wileny) < /2 si(eng) = 51y}

RY) = {(sra,era)/ wt(era) < /2, si(era) = sra}

La complexité en temps et en mémoire de cette construction est d’ordre expo-

nentiel:
0¥ Hx(%)

Enfin nous construisons les tables IRE,i) et IR'(;) définis par:

IRE;i) = {(sg:€19)/3819,SRg,€Rg  S1gF+SRg = Sy, (S1g,€14) € 1}5"), (SRg,€Ry) € Rg(;i)}

IRE;) = {(sd,era)/3s1d, SrRd> €Rd  S1d+SRd = Sd, (S1d,€1d) € I((ii)v (sRds€Rd) € RS)}
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Et nous trions ces tables par ordre croissant de s (cette construction est a
faire pour chaque choix de partitions, soit de %% manieres différentes).
La complexité en temps et en mémoire de cette construction est d’ordre

exponentiel:

o5 Ha()+4 Ha(

<l

) — 2%02(37%,%,%,17)71 (2_2)

avec c2(R,Q,m,v,b) = RH, (%) + vH, (l_lﬁﬁ)

Pour tout syndréme partiel s, € F} apparaissant dans IRgi), on définit les
tables: . .
Tg(l)(sg) = {efg/(syaely) € ngl)}

T (sy) = {e1a/(sg + si(m), era) € IR}

La phase suivante est & executer pour chacun des (;) groupes 1 < i; <

iz < ... < ip < s de b sous-ensembles (s et b ne dépendent pas de n, (;) est

uniquement fonction de R et n’a pas d’influence sur 'ordre exponentiel des

complexités). Supposons, sans perte de généralité, que iy = 1,i2 = 2,...,ip = b.
Appelons K; la table suivante que nous n’essaierons pas de construire:

Ki = {(erg,era)/3s, ery € TV (s,),e1a € T5" (3,)}

K; peut se déduire de T Rgl) et I Ry) qui sont de taille exponentiellement plus
petite. Nous dirons que 'on en a une forme séparée.

Il s’agit de calculer I’ensemble ﬁi’:lKi, ce qui nous permettra de construire
Pensemble E recherché (réunion des (;) telles intersections), mais nous allons
faire en sorte de ne travailler qu’avec des formes séparées.

Pour construire cette intersection, nous procédons en b<1 étapes analogues :
On construit une forme séparée de Ki» = K; N Ky, de méme pour Kis3 =
K12 N K3, et ainsi de suite jusqu’a K., qui est bien-siir égal a ﬂ;’lei. Il nous
suffit donc de décrire la construction d’une forme séparée pour K.

Pour tout couple (sgl), s§2)), on construit les tables:

T2 (50 52)) = TO (D) A T (52)
Ty (s, s0)) = T3 (D) N T3 (s(2)

Les couples (sgl),sf)) tels que I'une au moins de ces deux tables est vide

sont éliminés.
Le cotit de cette construction est d’ordre exponentiel:
gzc2(R %2, % b)nty (2.3)

K N K, est alors déterminé par:

Kis = {(erg, e1a)/3sV, 82 ey € TN sV, 582) e1q € T§12)(s§1), s}
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On construit ensuite de la méme maniere et pour un coiit analogue ou infé-
rieur (la somme des tailles des tables T, et T; diminuant au fur et a mesure),
des formes séparés de K123...K12..p. Enfin on construit Kis. p.

La taille de cette derniere table, égale au cout de sa construction, est d’ordre
exponentiel:

gc2(R, %, B L b)n—by (2.4)

Finalement, au regard de 2.1, 2.2, 2.3 et 2.4 la complexité globale est d’ordre
exponentiel:

on(e1(R, %, 2)+max(fe2(R, 2,2, £b)+ % ca(R,2,2,Lb)-bY))

Et ¢; (R w £)+max(%02 (R wry b)+%,62 (R wr'y b) <:>b%) est le

snon snindn? snoindn?

coefficient de complexité de 'algorithme. On choisira bien-sir p, y et b de ma-
niere & le minimiser dans le cas ¥ = H;'(1 ©R). Le résultat de cette mini-
misation est le plus petit coefficient de complexité que ’on connaisse pour le
décodage quasi-complet (cf. figure 2.1).

Cependant, le terme constant et le polynome figurant dans la complexité
réelle sont si gros que cet algorithme ne devient plus intéressant que son concur-
rent de la section précédente que pour des longueurs de toute facon trop impor-

tante pour que I'on puisse les décoder.

2.4 Nombre d’itérations des algorithmes n’effec-
tuant que des pivots vicinaux

Lorsque l'algorithme considere un nouvel ensemble d’information, il doit
effectuer une diagonalisation (un pivot) de la matrice génératrice selon cet en-
semble d’information, ce qui a un cofit de n3M.

Mais plutot que de considérer un ensemble d’information totalement indé-
pendant du précédent, il est possible d’en choisir un qui ne differe du précédent
que par une position. On parle alors d’ensembles d’information « vicinaux » et
de pivot « vicinal ».

L’intérét est que le pivot vicinal a un coiit nQM en moyenne, soit nR(1<
R) fois plus faible que le coit moyen du pivot général. Lorsque le cott relatif
des pivots n’est pas négligeable dans l’algorithme, il peut donc étre valable
d’explorer successivement des ensembles d’information vicinaux.

Cette variante avait déja été proposé par Lee et Brickell [LB88] comme une
amélioration possible de leur algorithme et a été mis en oeuvre en 1994 par
Anne Canteaut, Florent Chabaud et Hervé Chabanne [CC94] [CC95] qui 'ont
combinée avec une méthode proposée par Stern en 89 [Ste89] ressemblant &
l'utilisation de codes poinconnés?.

1. Il est intéressant de remarquer qu’une fois de plus, c’est dans le but de « casser » des cryp-
tosystemes basés sur les codes et non dans un but lié a la correction d’erreur de transmission,
que ces nouveaux algorithmes ont été proposés.
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0. 25 +

0. 15+

0. 05 +

Fia. 2.1: Coefficient de complezité des différents algorithmes: (a) min(R(1 <
R),(1 &R)/2); (b) R(1 &R)/(1+ R); (c) décodage par ensemble d’informa-
tion; (d) idem avec utilisation de codes poingonnés; (e) idem avec utilisation de
surcodes



2.4. PIVOTS VICINAUX EXCLUSIVEMENT 61

Le fait de ne permuter que deux positions entre chaque itération a pour
conséquence de rendre les itérations successives dépendantes. Et I’étude faite en
section 1.3.2, p. 36, n’est donc plus valable.

Entre chaque itération, donc, on effectue un pivot vicinal. Un choix doit étre
fait quant aux deux positions a permuter. Il y a autant de choix possibles que de
« 1’s » dans la partie redondante de la matrice génératrice, soit environ @

Contrairement & ce qu’il se passe pour le décodage souple, on n’a, dans le cas
du décodage dur, aucune information a priori sur la localisation des erreurs de
transmission. Pour étre plus précis, la seule information dont on puisse disposer
est la parité du nombre d’erreurs contenues dans le support des différents mots
du dual. Mais cette information n’apporte quasiment rien des lors que ’espé-
rance du nombre d’erreurs sur le plus petit support est supérieure a 1 (d’ou
l'intérét des LDPC codes de Gallager! pour lesquels certains supports de mots
du dual peuvent contenir moins de 1 erreur en moyenne). Les différentes possibi-
lités pour le choix des positions a permuter paraissent donc a priori équivalentes.

Deux alternatives pour faire ces choix: ou bien on parcourt les différents en-
sembles d’information d’une maniere déterministe; ou bien on permute a chaque
itération deux positions choisies aléatoirement.

Une méthode déterministe requiert ou bien une liste préétablie de permuta-
tions a effectuer, ou bien une heuristique permettant de décider quelles positions
permuter. A ce jour, ces possibilités n’ont pas encore donné lieu & des résultats
probants. J’ai personnellement réussi a diminuer le nombre d’itérations moyen,
mais le gain relatif obtenu en terme de nombre d’itérations est toujours resté
inférieur au coiit relatif des routines d’aide a la décision, augmentant donc le
cout global.

Nous allons donc étudier le nombre d’itérations et la probabilité de succes
des algorithmes de décodage & base d’ensemble d’information dans le cas ol les
permutations sont aléatoires. Nous confondrons motif d’erreur et coset leader,
c.a.d. que nous dirons qu’une position est erronée ou contient une erreur si le
coset leader vaut 1 en cette position. Par ailleurs nous supposerons que w, le
poids du coset leader est inférieur & min(k,n < k) (on peut avoir w > k pour
des taux de codage inférieurs a 23%).

L’implémentation basique garantit le succes d’une itération si et seulement
si I’ensemble d’information est completement dépourvu d’erreur. D’autres im-
plémentations sont telles que le coset leader sera calculé si I’ensemble d’infor-
mations contient au plus ¢ erreurs. Dans le cas général, si lors d’une itération
donnée, ’ensemble d’information contient w erreur, alors le coset leader sera
calculé avec une probabilité p,. Quasiment tous les algorithmes de décodage &
base d’ensemble d’information peuvent se ramener & ce cas, il suffit de donner
les valeurs adéquates & (pu)o<u<w-

Soient donc, en fonction de I'implémentation choisie, p,, € [0,1];4 = 0...w
les probabilités pour que le coset leader soit calculé au cours de l'itération si
I’ensemble d’information contient w erreurs.

Nous allons essayer de donner (en fonction de n, k, w, ¢, (p,) et N) la

1. Low Density Parity Check Codes
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probabilité pour que le coset leader ait été calculé au bout de N itérations.

2.4.1 modélisation par un processus markovien

On associe a chaque itération i de I'algorithme une variable aléatoire U; €
{0...w} représentant le nombre d’erreurs dans ’ensemble d’infomation. La sé-
quence (U;);=0,1... est ce que 'on appelle une chaine de Markov.

Soit P la ((w 4+ 1) x (w + 1))-matrice, dite de transition, vérifiant:

VO <u,v<w Py, =Pr(U; =v|Ui—1 = u)

Remarque 2 De part le fait que la somme des probabilités d’événements com-
plémentaires vaut nécessairement 1, la somme des coefficients de chaque ligne
de la matrice P est égale a 1. Si l’on note 1 le vecteur colonne de taille w + 1,
composés uniquement de 1, on a donc P1 = 1. c.a.d. que P admet une valeur
propre égale 4 1 (on peut également montrer que le rayon spectral de P est égal
a 1) et que 1 est un vecteur propre droite de P associé d cette valeur propre.

L’intérét de cette matrice est que si I'on dispose de la distribution de pro-
babilité 7¢=! = (Pr(U;—1 = u))o<u<w mise sous forme de vecteur ligne, on en
déduit la distribution 7* = (Pr(U; = u))o<u<w pAr:

r=r"lp

Puisqu’entre chaque itération on ne permute que deux positions, la variable
aléatoire U; changera d’au plus une unité. La matrice P est donc tridiagonale:

Yu € {Ow} PI‘(UZ >u+ 1|Ui_1 = u) = PI‘(UZ <u <:>1|Ui_1 = u) =0

La permutation consiste & échanger deux positions, celle qui passe de 1’en-
semble d’information & son complémentaire sera appelée position rejetée, 'autre
sera appelée position admise.

Si ’ensemble d’information contient u erreurs (et donc son complémentaire
w <u), la probabilité pour que la position rejetée soit une erreur vaut u/k et la
probabilité pour que la position admise en soit une vaut +=¢. On a donc, pour
u=0..w:

Bur=Puwi= PrUi=usllUi,=u) =2 <1 &Y m‘)

k n <k

U W =SU U mE=N

o , r(U; = u|Ui—1 = u) T k+( <:>k)< @n k)
U\ WU
Yu = Puutr = Pr(Ui=u+1Ui—1 =u) = (1 @E) n <k

(Les termes, S_1 = Pp,_1 et vy = Py w+1 que cette définition n’exclue pas sont
égaux & 0, la matrice P est donc définie sans ambigiiité)
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On a noté ay, = Py u, Bu = Put1,u €t Yu = Puut1, en sorte que:

® Y (0)
T - Yw—1
(0) ﬁwfl Qyy

Soit 7 = 70 = (74 )o<u<w, la distribution initiale des probabilités pour que
U soit égal a . On trouve facilement que

G2 _ CHE
@ @)

La somme des coefficient du vecteur 7 est bien-sir égale a 1.

VO<u<w m,=

Remarque 3 Les permutations étant choisies de maniére aléatoire, le fait de
changer d’ensemble d’information ne change pas cette distribution, on dit que
lon a stationnarité du processus; en particulier on a donc également une sy-
métrie du processus par inversion temporelle (ce qui implique par exemple que
BuTut1 = YuTu (uw=0..w &1), ce que le lecteur pourra vérifier).

Une conséquence de la stationnarité est que 7P = w, c.a.d. que 7™ est un
vecteur propre gauche de P associé d la valeur propre 1; ce qui est formellement
équivalent aux trois propriétés suivantes, aisément vérifiables:

omo + BoT1 = To
Yu—1Tu—1 + Ty + ﬂuﬂ'u+1 =mu=l.wel
Yw—1Tw—1 + QT = Ty

Les états U; = 0...w peuvent correspondre soit & un succes (avec une pro-
babilité py,), ce que nous noterons S(U;) soit & un échec (avec une probabilité
1 ©py,), ce que noterons E(U;). Nous allons redéfinir la matrice P et le vecteur
7 de maniére & les restreindre aux états d’échec. c.a.d. que nous définissons la
((w+ 1) x (w + 1))-matrice @ vérifiant:

VO<u,v<w Quy=Pr(U;=v,EU;)|U;—1 =u)

Les colonnes v de @ sont égales & celles de P multipliée par 1 <p,. Soit,
donc la ((w + 1) x (w + 1))-matrice diagonale E = Diag(1 <py, ..., 1 ©py), on
a: Q = PE (Q est également tridiagonale).

De méme, wFE représente la distribution de probabilité initiale des états
d’échec (on remarque que 7E = nPE = 7(Q).

Proposition 7 Pour tout N, la probabilité pour qu’aucune des N premiéres
itérations n’ait permis de calculer le coset leader vaut:

Pr(Vi < N EU;) =7QN 1
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Démonstration: Pour tout ¢ < N et pour tout 0 < v < w, on définit le vecteur

ME” par:

W = (Pr(U; = w,Vj <i E(Uj)|Us = 0))uco..w

La probabilité de ’évenement E(U;) ne dépend par hypothese que de
la valeur de Uj;; la distribution de probabilité quant a la valeur de U;
ne dépend quant a elle que de la valeur de U; ;. On a donc, pour tout
0<u<w:

=Y Pr(U; = u, EU;)|Ui-y = u)Pr(Uiy =u',Vj <iesl  E(U;))|Up =v,)

On en déduit que ,u(v) = ,ugi)lQ.

i
Mais ,u[(]v) vaut par définition 1<p, en position v et 0 ailleurs, c.a.d. e, E,

avec e, le v-ieme vecteur de la base canonique, on déduit que:
(v) _ j
pi o = e EQ*

Comme par ailleurs:

Ty (Ngv) )u

NE

PI‘(Ul = ’U,,Vj S ) E(U])) =

<
Il
o

(ervEQi)u = (FEQZ)u = (WQH_I)u

NE

v=0

On a:

w

Pr(Yj <i B(U)) =) (nQ™), =7Q™'1

u=0
(I

Contrairement a P et 7, la somme des coefficients d’une ligne de () peut étre
strictement inférieure & 1, en conséquence, et puisque ces sommes ne peuvent
étre strictement supérieure & 1 en valeur absolue, le rayon spectral de ) est
strictement inférieur & 1, et QY tend vers la matrice nulle, ceci implique que la
probabilité de succes de I'algorithme tend vers 1. On peut donc supposer que
I’algorithme, ’il tournait indéfiniment, finirait par calculer le coset leader, ce qui
nous permet de définir N € N, la variable aléatoire représentant le numéro de
la premiere itération pendant laquelle le coset leader sera calculé (en supposant
toujours que l’algorithme n’est pas bridé et tourne indéfiniment). Et ’on a bien-
sir:

Pr(Vi < N E(U;)) =Pr(N > N)
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Pour que le décodage soit quasi-complet, il s’agit alors de dimensionner N,
le nombre maximal d’itérations, de maniére & ce que Pr(N > N) (qui est donc
égal & TQV 1) soit du méme ordre que Py, la probabilité pour que le motif
d’erreur soit différent du coset leader.

Si p est la plus grande valeur propre de @ (que l’algorithme calculera), on
pourra prendre N = log Parr, (on pourra approximer Py, par la borne sphérique,

log p
cf. section 1.1.4, p. 30), ou encore N = nlogn,

1—p
Mais voyons ce que valent les deux premiers moments (espérance et variance)

de N:

Proposition 8 Si l'on note R = (I &Q)7!, on a:
Esp(N) = 7R1 &1
Var(N) = 2rRPR1 &Rl <(1R1)?

Démonstration: L’espérance se calcule facilement:

Esp(N) = i NPr(N=N)= i Pr(N > N)
N=1 N=0

0
= 1(IeQ)'el)l=rRlel

Quant & la variance, on pourra la déduire de I’espérance de N2, mais les
choses se compliquent.

Appelons M} et M2 I'espérance, si Uy = u, de N et N? respectivement,
M le vecteur colonne (M}),—o.. . et M? le vecteur colonne, (M2)y—o. .-
En particulier, en vertu de ce qui précede, M* = Y- ¥_, Q¥ 11 = (Re);
par ailleurs, on a bien-siir Esp(N) = 7M*! et Esp(N?) = 7M?2.

Or pour tout u:

o0 o0
M2=Y N*Pr(N=NUy=u)= Y (N+1)?Pr(N=N+1|Up =u)
N=0 N=0
Mais:
Pr(N = N + 1|Uy = u)

=Pr(E(U0)|Up = u) Y _ Pr(Uy = v|Up = u) Px(N = N + 1|U; = v)

v=0

=(1epu) Y PuyPr(N = N|Uy =)
v=0
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Donc:
M2=(1epu)Y Puy Y (N+1)*Pr(N = N|Uy = v)
v=0 N=0

= (1 ©pu) Y Puy(MZ+2M; +1)
v=0

On en déduit: M? = EP(M? + 2M"' + 1) (EP # PE = @) et donc
M2 = (I EP)'EP(2M" +1).

Mais (I &EP) 'EP = Y. (EP)"*' = EY.° (PE)‘P = ERP.

Done M? = ERP(2M" + 1) = ERP(2R & 1)1, et:

Esp(N?) = tERP(2R 1)1

Or 7E = mQ et QR = R <1, donc Esp(N?) = 7(R < I)P(2R <1)1.

Par ailleurs 7P = 7, P1 = 1 et 71 = 1 donc Esp(N?) = 2rRPRI1 &
3nR1+1.

Comme Esp(N) = 7R1 <1, on en déduit que:

Var(N) = Esp(N?) ©Esp(N)? = 2rRPR1 < (1R1)? ©7R1

2.4.2 Résultats explicites dans un cas particulier

Le but de cette section est d’obtenir un élément de comparaison entre le
nombre d’itérations des algorithmes effectuant des pivots vicinaux, et celui des
memes algorithmes effectuant des pivots indépendants.

En fait, nous allons comparer E(N) le nombre moyen d’itérations avant que
le coset leader soit effectivement calculé, qui est différent du nombre d’itérations
nécessaire a la quasi-complétude du décodage, mais est tout de méme une bonne
mesure de la complexité du décodage.

Dans certains cas le nombre moyen d’itérations peut étre calculé explicite-
ment. Il s’agit du cas ott une condition nécessaire et suffisante de succes d’une
itération est que le nombre d’erreur dans ’ensemble d’information soit au plus
égal & un certain nombre p donné (dans le cas général, on n’a 14 qu’une condition
nécessaire).

Remarquons d’ors et déja que dans ce cas, la probabilité de succes lors d’une
itération donnée vaut my + ... + m, = m,. On montre facilement que le nombre
moyen d’itérations de 'algorithme qui effectuerait des pivots indépendants est
I'inverse de cette probabilité.

Pour tout ¢ = 0...w, soit E; la (w+ 1) x (w + 1)<matrice diagonale dont
les ¢ + 1 premiers coeflicients (sur la diagonale) sont nuls et dont les autres sont
égaux a 1. La matrice E définie précédemment () = PE) est par définition de
la condition de succes égale & Ej,.
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P étant tridiagonale et puisque 7P = m, on a:

EwQ = EPE, = PE,,7EnQ = 7E,,
m<p=
TEn(I &Q) =n(Ey, ©Ep) =[0...0,Tm41, .., 7p, 0...0]

7E,(I ©Q) = 7E,(I ©P)E,
m > p= EnQ = EnPE, = Ep,P,7En(I ©Q) = nEn(I <P)

Par ailleurs, sachant que v, 1741 + auTy + BuTyr1 = Ty v = l.w <1, on
vérifie que:

0<m<w=m7E,P =1[0...0, By Tm+1, Omt1Tmt1 + Bmt1Tm+2, Tm42, - Taw)
Et puisque B Tm+1 = YmTm, O a:
TE,(I Q) = ypmpepi1

p<m<w=7E,,I<Q)="9Tm(em+1 &em)

(em étant le (m + 1)"™¢ vecteur de la base canonique, la premiére position étant
indéxée par 0)
On en déduit que:

(Mo .. .. T i
T ... T (0)
) cee . Ty
T .. T (0) Tp
(IeQ) =
TpTp (0)

(0) Tw (0) SVp+1Tpt1  Vp+1Tpti

L (0) <:;‘)/107171'11171 ’walﬂ'wfl_

On définit alors les (w 4+ 1) x (w + 1)<matrices suivantes:
1 (0] [mo (0)

o (0) 1
D, = s Dy = ;D3 = e

(0) Yw—1Tw—1 ]
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(0)

i <1 J
Et 'on peut écrire le résultat sous la forme RD;(I <Q) = D>X Ds3. On en
déduit que:
(IeQ)'=D;'X'D;'RD,
L’inverse d’une matrice diagonale se calcule trivialement. Pour ce qui est de
I'inverse de X, on trouve facilement que:

(1 <1 (0) W
e (0)

sl

x-1 =0 1
1 (0)

(0) :
L 1 1 J
On trouve alors que:
E(N) = n(IeQ) 'el)l=rD;'X 'D;'RD, &)1

—1 2 -1 2
_ wz (Egzu—&-l ) _ wz (L&Y v ™)
u=p YuTw u=p YuTu

2
_ p w—1 (1—23=0 7Tv) . ;o
Ce nombre est x = > Ty ,_, — =5 fois supérieur au nombre

uTy

moyen wp— — d’itérations de I'algorithme qui effectue des pivots indépendants.
u=0 "u

En particulier, si p = 0 (version la plus simple du décodage par ensemble

d’information), ou si p est petit devant w, on peut approximer r par = =

Tp
k(n—k) n=k
(k—p)(w—p) w "

Le cotit total des pivots est donc divisé par M, tandis que le cott total
des autres opérations est multiplié par z. N’effectuer que des pivots vicinaux
n’est donc intéressant que si le cout d’une itération hors pivot est inférieur a

__nR(1—R)
lxi_j fois le coiit d’un pivot, ce qui n’est pas le cas, pour n suffisamment
grand, pour les algorithmes de décodage mixte paramétrés de maniere opti-

male (c.a.d. les algorithmes les plus rapides), puisque l'on a vu qu’alors chaque
itération avait un colt exponentiel.
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Cette derniere trouvaille etait en quelque sorte la raison d’étre de cette sec-
tion. On retiendra, de maniére informelle, qu’en effectuant des pivots vicinaux
plutot qu’indépendants, on augmente le nombre d’itérations par un facteur d’en-
viron 2=k

2.4.3 Cas ou le coset leader n’est pas unique

Comme je ’ai déja dit, le cas ou le coset leader n’est pas unique est tres
marginal, et méme si les résultats mentionnés jusqu’ici sont inexacts dans ce
cas, cela n’influe pas sur les performances des algorithmes. Il est donc justifié
de le négliger.

Cependant, on voit souvent les résultats de la section précédente adaptés au
probleme de la recherche de mots de poids minimal dans un code (probleme
proche de celui du décodage), pour lequel la pluralité des solutions est monnaie
courante, la plupart des codes étudiés ayant un nombre important de mots de
poids minimal.

Dans ce cas, les résultats peuvent varier de maniere importante. On pourra
facilement adapter I’étude qui suit au probleme de la recherche de mots de poids
minimal et réparer les éventuelles erreurs obtenues habituellement en négligeant
la pluralité des solutions.

Supposons donc que l’on ait m cosets distincts de poids minimal (ce qui si-
gnifie en particulier qu’il sera difficile de reconnaitre le motif d’erreur et qu’une
erreur de décodage aura siurement lieu, mais oublions quelques instants notre
premier objectif) et que 'on attend juste de I’algorithme qu’il trouve 'un quel-
conque d’entre eux (nous appellerons encore N le numéro de la premiere itéra-
tion pendant laquelle un coset leader sera calculé).

On associe a chaque itération ¢ de ’algorithme non pas une, mais m variables
aléatoires U] € {0..w};j = 1..m, chacune étant associée & 'un des cosets
leaders et représentant le nombre de ses 1 dans ’ensemble d’infomation.

L’hypothese que nous allons faire est incorrecte mais vaut mieux que de
considérer que le coset leader est unique: Nous allons supposer que ces m va-
riables aléatoires sont identiques et indépendantes.

On peut définir la matrice ) et faire la méme étude que précédemment et
I’on trouvera encore que pour tout 1 < j < m:

Pr(Vi <N E(U/)) ==QV*'1
On en déduit que:
Pr(N>N)=Pr(Vi <N Vj=0..m E@U}))=(zQV*1)"

Et encore que:
(o)

Ty N+417\™
E(N) = E (7TQ 1)
N=0
On ne pourra pas dans ce cas, utiliser une inversion de matrice pour déter-
miner ’espérance du nombre d’itérations.
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Conclusion

Ce chapitre permettra en principe d’implémenter ce qui se fait de mieux a ce
jour en matiere d’algorithme de décodage dur quasi-complet et général (prenant
en entrée une matrice génératrice du code, pouvant donc décoder n’importe quel
code).

Nous avons jeté quelque lumiere sur 'ordre exponentiel de la complexité des
différents algorithmes, et I’on se rend bien compte avec le dernier algorithme que
faire baisser davantage cet ordre exponentiel demanderait un effort conceptuel
important et que le polynome multipliant le terme exponentiel serait sans doute
gigantesque.

Par ailleurs, cet historique de ’ordre exponentiel suggere que l'on se rap-
proche d’une limite indépassable. Un tel résultat ne saurait étre démontré fa-
cilement car ’existence d’une telle limite strictement positive impliquerait une
preuve de P # NP.

Si 'on considere une approximation plus précise de la complexité, ou le
polynéme n’est plus négligé, il apparait que le décodage mixte utilisant des
codes poinconnés est le plus rapide pour une vaste gamme de longueur et de
dimension. Il apparait également, et cela surprendra davantage les connaisseurs,
que n’effectuer que des pivots vicinaux augmente en général la complexité.

Ces algorithmes peuvent avoir d’autres applications que le décodage. Ce
chapitre servira par exemple de référence dans la deuxieme partie pour la mise
au point de ce que nous appellerons les générateurs de mots de poids faible. On
consideérera un algorithme de décodage dur sans critere d’arrét (ne s’arrétant
donc pas, et tournant sur un processeur parallele par exemple), explorant le coset
du mot nul (le code lui-méme) et générant des mots de poids faible différents
du mot nul.

C’est aussi de cette maniere que I’on cherche des mots de poids minimal dans
un code (on a cette fois un critére d’arrét)... Selon les applications toutefois, le
nombre maximal d’itérations et les différents parametres des algorithmes doivent
étre adaptés spécifiquement.
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Décodage souple

Introduction

La patience est I’art d’espérer.
Marquis de Vauvenargues (Réflexions et maximes)

A trois cent quatre-vingts kilométres a I’heure,
il sentit qu’il approchait de la vitesse maximale de
son vol en palier. A quatre cents, il estima qu’il était
impossible d’aller plus vite. Il en fut un peu chagrin.
Il y avait donc une limite [...]

La bonne méthode, mon cher Fletcher, consiste a
n’essayer de transcender nos limites que 'une apres
Pautre, avec patience...

Richard Bach (jonathan livingstone le goéland)

Les faits ne pénétrent pas dans le monde o1l vivent
nos croyances, ils n’ont pas fait naitre celles-ci, ils ne
les détruisent pas; ils peuvent leur infliger les plus
constants démentis sans les affaiblir...

Marcel Proust (Du cété de chez Swann)

Dans 'optique d’optimiser les parameétres d’une transmission, il importe de
limiter au maximum les pertes d’information pouvant survenir a chaque phase

du processus.

L’une de ces phases, intervenant au début du processus de réception, consiste
a mesurer le signal physique porteur d’information. Selon la maniére dont elle
est mise en oeuvre, une perte d’information plus ou moins grande a lieu.

Ainsi, un démodulateur «dur» compare ce signal a certains seuils et prend
une décision quant au «symboéle» recu en fonction du résultat de ces comparai-
sons. On dit alors que ’alphabet de sortie du canal est le méme que ’alphabet
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d’entrée. Mais ce faisant, la valeur précise réellement mesurée du signal est per-
due, ce qui constitue une perte d’information.

Un démodulateur souple, quant & lui, ne prend pas de décision et fournit
a la couche physique qui lui succeéde une valeur représentant le plus fidelement
possible ce qu’il a mesuré, minimisant ainsi la perte d’information. L’alphabet
de sortie du canal est alors plus grand que ’alphabet d’entrée; dans un cas idéal,
cet alphabet a la puissance du continti; en pratique il aura rarement plus d’une
centaine d’éléments distincts.

Une connaissance statistique du canal permet alors, & partir de cette valeur,
de calculer les probabilités pour que le symbdle émis soit tel symbole ou tel
autre. Il importe de tirer le meilleur parti de cette information supplémentaire.
Telle est I’ambition du décodage souple & maximum de vraisemblance.

Pour un canal gaussien, on a vu que pour obtenir une capacité donnée, le
rapport signal a bruit nécessaire est inférieur d’environ 1.4 dB si la sortie du
canal est réelle plutéot que binaire. En pratique, le gain obtenu par rapport au
cas «dur» est souvent estimé a 2 decibels. Dans certains cas [DKO00], on peut
méme trouver une valeur précise pour ce gain, a savoir 10log;, 7/2 dB (= 2 dB),
c’est & dire qu’un rapport signal & bruit 7/2 fois moins important dans le cas
souple que dans le cas dur permet d’obtenir la méme qualité de transmission;
ou encore, si I'on ne dispose pas d’'un démodulateur souple, il faut une énergie
de 57% supérieure pour obtenir la méme qualité. A notre époque ol chaque
fraction de décibel gagnée est un enjeu fort disputé, ce gain est colossal et il
existe un important besoin en algorithmes de décodage souple.

3.1 contexte et notations

Les notations qui seront employées dans ’étude du cas souple se doivent
d’étre adaptées au caractere «continu» de I'information souple et des probabilités
qu’elle transporte.

Il serait hors de propos ici de s’en tenir rigoureusement au formalisme de
la théorie axiomatique des probabilités et de définir des pages de notations, et
semble nettement plus intéressant, tant du point de vue de ’écriture que de celui
de la lecture et sans que cela nuise a la rigueur des raisonnements, d’utiliser un
formalisme répondant & l'intuition.

Ainsi, nous nous autoriserons certains abus de langage et parlerons par
exemple de «fonctions» alors que le terme le plus approprié serait sans doute
celui de «distributions». Ou bien encore, si z et y sont deux réels, nous confon-
drons z < y et x < y puisque I’évenement x = y a en général, dans le cas
continu, une probabilité (mesure) nulle.

Nous nous fierons aux faits que 'intuition permettra de surmonter les pro-
blemes que ces abus pourraient poser et que la simplicité nécessaire des modeles
que nous nous donnons éloignera de toute facon ces problemes, rendant inutile
un formalisme trop lourd.

Lorsqu’une variable aléatoire X réelle et continue (il en sera ainsi de celles
que nous manipulerons) posséde une densité de probabilité donnée (distribution
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de R dans R™, intégrable, d’intégrale égale & 1), nous noterons (pour tout réel
z) Pr(X < z) la probabilité pour qu’une réalisation de X soit inférieure a z, et
p(X = z) la densité de probabilité en = qui est la dérivée de z — Pr(X < z).
Et nous utiliserons, aussi bien pour la notation «Pr» que pour la notation «p»,
la barre verticale pour les probabilités conditionnelles.

La «fonction» p(X = z) correspond intuitivement & la probabilité pour
qu’une réalisation de X soit égale & = ou plus précisément a la relation Pr(X €
[z, + dz]) = p(X = z)dz. Elle trouvera donc sa place légitime dans une inté-
grale, et autorise les opérations traditionnelles concernant la prise en compte de
«conditions» (probabilité pour que ... sachant que ...).

3.1.1 Canal, modulation et alphabet

Nous supposerons que le canal est sans mémoire et & bruit blanc, gaussien
et additif de densité NO, c’est-a-dire que la différence € entre le signal émis et
le signal recu (nous appellerons cette différence le «bruit») dans ’espace des
phases est une variable aléatoire complexe de densité:

1 2
p(e:e):mexp<<:>%> eeC

signal: emis
pour transmettre
1/ o

Fia. 3.1: Modulation antipodal FiG. 3.2: Bruit additif

Nous supposerons qu’une modulation antipodal (Binary Phase Shift Keying)
d’énergie &% est utilisée. C’est & dire que pour chaque bit, I’émetteur envoie un
signal d’amplitude € et de phase 0 ou 7 selon que le bit vaut (respectivement)
0 ou 1. Nous dirons que le bit b € {0,1} est envoyé si le signal (<1)” € est émis.
Pour une telle modulation, seule la partie réelle, ou abscisse, du signal requ dans
I’espace des phases porte I'information.

Il serait équivalent de considérer une modulation de phase a quatre états
(Quaternary Phase Shift Keying). En effet, puisque quatre signaux distincts
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peuvent étre transmis, chaque signal porte en lui 2 bits d’information. On peut
par exemple supposer que ’abscisse du signal porte le premier bit et que l'or-
donnée, porte le second. L’abscisse et I’ordonnée du bruit étant statistiquement
indépendante, cela est exactement équivalent & deux modulations antipodales.
Et toute théorie s’appliquant & I'un des deux systémes peut étre adaptée a
l’autre.

Puisque nous considérons une modulation antipodale, nous projeterons sys-
tématiquement l’espace des phases sur ’axe des abscisses, et le signal pourra
étre représenté par un nombre réel. De méme, le bruit sera une variable aléatoire
réelle, gaussienne, centrée, et de variance N0/2 (N0/2 est aussi appelée densité
«monolatérale» de bruit):

1 e?
ple=¢e) = — exp <<:>]TO> e€eR

En ’absence d’ambiguité, nous confondrons un bit et le nombre réel &+ € le
représentant dans ’espace des phases; de méme nous évoquerons indifféremment
un mot binaire de longueur n et un élément de {<€, E}".

Cette fois, les mots regus ne sont plus binaires. L’alphabet de sortie du
canal est plus grand. Dans le cas idéal, il s’agit de ’ensemble des nombres réels;
en réalité, le démodulateur ne peut généralement pas distinguer plus de 256
régions dans ’espace des phases, mais cela n’a guere d’importance puisque rien
que 8 régions distinctes assurent déja des performances tres proches de celles
qui seraient rendues possibles par un alphabet continu.

Nous supposerons donc que le démodulateur mesure et envoie au décodeur
un nombre réel: I’abscisse du signal.

3.1.2 Variables aléatoires
Nous considérerons les variables aléatoires suivantes:

— le bit transmis, élément de Fs, sera représenté par une variable aléatoire
B. Il vaut 0 ou 1 avec une probabilité 1/2.

— Le mot transmis, élément du code C|, est une variable aléatoire ~y. Par
hypothese, la distribution est homogene, c.a.d. que tous les élément de C
ont la méme probabilité d’étre transmis:

Vee C Pr(y=c¢) =27*

— Le bruit, nombre réel, que 'on a déja mentionné, est une variable aléatoire
continue € dont la densité de probabilité dépend du canal. Pour le canal
sans mémoire, & bruit blanc, gaussien et additif de densité monolatérale
N0/2, nous avons:

1 2
Yz € R p(ezw):mexp <<:>;—0>




3.1. CONTEXTE ET NOTATIONS 75

— L’erreur de transmission, n<uplet de nombres réels, est le produit com-
binatoire de n variables aléatoires € représenté par la variable aléatoire 6.
Sa densité de probabilité est:

no 42
Zi=1 df
NO

Vde R"  p(6=d)=(xN0)""/2e”

— Le signal «recu», nombre réel, somme du signal transmis (% €) et du bruit,
est une variable aléatoire .. Sa densité de probabilité est définie par celles
de 3 et e. C’est le réel qui est mesuré par le démodulateur.

— Le mot «recu», n<uplet de nombres réels, somme du mot transmis modulé
et de lerreur de transmission, est une variable aléatoire A. Sa densité de
probabilité est définie par celle de v et 6.

L’observation dont disposera l’algorithme de décodage pour prendre sa dé-
cision sera une réalisation y de la variable aléatoire A\. Le maximum de vraisem-
blance est atteint par le mot de code ¢ qui maximise la quantité Pr(y = é, A =
y) =Pr(y =) Pr(A =yly =¢) =27 " Pr(A = y|y = ¢).

3.1.3 Calcul des probabilités, maximum de vraisemblance
et distance généralisée

Pour b € Fy,¢ = (c1...cy) € C et a € R,y = (y1...yn) € R™, nous noterons
Pr(8 = bla = a) la probabilité pour que le bit envoyé vaille b si le réel a est
mesuré et Pr(y = ¢|]A = y) la probabilité pour que le mot envoyé vaille ¢ si le
mot y = (y1...Yn) est recu.

Pr(B=bla=a)=Pr(e=a<(<1)’ Ela=a)

—(a—(=1)b )2 2(—D)bae
NO NO

_ _ 1 e

(a—8&)2 (a+8)2 “(—Dbtae 2a &
- 0 4+ e~ No 1-1-67( 1\;0 QCOSh( NO)

(&

Pour alléger les notations, nous définissons la quantité A = %. Ainsi, nous
avons:

ea/A efa/A
Pr(f =Ola =a) = 2 cosh(a/A) Pr(f =lla=a)= 2 cosh(a/A)

Si a est positif (resp. négatif), S vaut plus probablement 0 (resp. 1), nous
définissons donc la fonction b de R dans {0,1} par (b(a) = 0) < (a > 0). La
quantité |a| s’appelle fiablité de b(a).

Le décodeur regoit donc en entrée un vecteur y = (y1...yn) € R".

Décoder & maximum de vraisemblance consiste & trouver, connaissant y, le
mot de code le plus probablement envoyé. Si tous les mots de code sont a priori
équiprobables et si le canal est sans mémoire, la probabilité Pr(y = ¢|A = y)
pour qu’un mot de code ¢ = (¢;...¢,) ait été envoyé sachant que y a été mesuré
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est proportionnelle & [}, Pr(8 = ¢;|a = y;), et la somme sur tous les mots du
code de ces probabilités vaut nécessairement 1.

On a donc:

eIy (1) /A

TL -1 C;ai A
S ep €St (D e/

Vee C Pr(y=cA=y) =

Maximiser (sur C) cette probabilité revient donc & maximiser la quantité
Yo (&1)%y; souvent appelée corrélation de y et c.

Soit m = (b(y1)...b(yn)) € {0,1}" le mot qui serait renvoyé par un démodu-
lateur «dur». m peut également étre vu comme le mot qui maximise (sur tout
I’espace ambiant) la corrélation avec y, laquelle vaut Y ;" | |y;|.

La corrélation de y et de tout mot de code ¢ vaut donc:

n n
Z lyi| <2 Z(Ci S m;)|y;l
i=1 =1

(ol @ représente I’addition modulo 2).

En décodage dur, les motifs d’erreur possibles étaient les mots e = m @ ¢
(c € C), et il s’agissait d’en minimiser le poids de Hamming. En décodage
souple, il s’agira de minimiser la quantité Y ;" (¢; ®m;)|y;| que nous définissons
ci-dessous comme étant le poids généralisé du motif d’erreur.

Définition 10 Nous appellerons poids généralisé de e = (ey...en,) € {0,1}"
et nous noterons wg(e) la quantité Y. | e;|y;|. Pour tout sous-ensemble I du
support, nous appellerons poids généralisé sur I de e et nous noterons wé(e),

la quantité y;; elys|.

Ce poids généralisé est aussi parfois appelé métrique ellipsoidale (I’analogie
avec les ellipsoides de I’espace euclidien est évidente si I'on note (¢; &m;)? la
quantité ¢; ® m;). Les quantités |y;| déterminant la forme des ellipsoides de F¥
définis par un poids généralisé constant. Pour des |y;| tous égaux par exemple,
ces ellipsoides sont des spheres de Hamming.

Ainsi, alors que les algorithmes de décodage dur cherchait I’élément du co-
set de m de plus petit poids de Hamming, les algorithmes de décodage souple
devront, quant a eux, chercher ’élément du coset de m de plus faible poids
généralisé.

Cette différence rend le décodage souple plus précis. C’est-a-dire que pour un
canal analogue, le taux d’erreur résiduel (resp. le gain de codage) du décodage
souple & maximum de vraisemblance est inférieur (resp. supérieur) a celui du
décodage dur complet.
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3.2 OQOutils pour le décodage spécifiques au déco-
dage souple

3.2.1 Critere d’arrét

Rappelons que dans le décodage dur, il est parfois possible en examinant un
élément du coset du mot recu, de décider avec certitude qu’il s’agit du coset
leader. On sait en effet que tout mot de poids inférieur ou égal au rayon d’em-
pilement (capacité de correction) du code est nécessairement de poids minimal
dans son coset.

Le coset leader peut cependant étre de poids strictement supérieur au rayon
d’empilement et I’on ne peut alors avoir aucune certitude sur simple observation
de ce mot quant & la minimalité de son poids.

La comparaison du poids au rayon d’empilement est tout de méme un critere
d’arrét largement répandu pour les algorithmes de décodage dur, et il serait in-
téressant qu’il existe un critere analogue pour le décodage souple et sa métrique
ellipsoidale.

G. David Forney, Jr, dans son article fondateur sur le décodage souple [Jr66]
de 1966, n’utilisait pas tout & fait la méme métrique que nous. Pour décrire
sa métrique en nous ramenant & nos notations définissons pour tout i, z; =
min(|y;|,1) et wr(e) = > | €;2;. Le but de son algorithme était de trouver le
mot de code ¢ qui minimise la quantité wg(m @ ¢) (m étant le mot de décision
dure, ou mot recu, défini en section précédente), et il a démontré que si d est la
distance de Hamming minimale du code, alors:

Vee O ) (€)% Mz >nad= Ve € Cef{ct wpimed)>wp(mac)

i=1

Son critere d’arrét consistait donc, observant un élément m @ ¢ du coset, a
le considérer comme étant le coset leader si Y . (&1)“®™iz; était supérieur &
n <d.

En 1980, Daniel J. Costello, Jr. et Christopher Chi-Hsun Yu [YJ80] amé-
liorent ce critere en considérant non pas z; = min(|y;|, 1) (qui dans une optique
m de ma-
niere a avoir toujours 0 < z; < 1 mais sans biaiser les probabilités, le critere
d’arrét ayant ensuite la méme forme que celui de Forney. Les résultats ne peuvent
qu’étre meilleurs car minimiser la métrique ainsi définie est équivalent & décoder
4 maximum de vraisemblance (la métrique ainsi définie est proportionnelle au
poids généralisé we défini en section précédente).

Mais, de méme qu’en décodage dur le poids du coset leader n’est pas tou-
jours inférieur au rayon d’empilement, les criteres d’arrét définis ci-dessus ne
permettront pas toujours de capturer le motif d’erreur le plus vraisemblable. 11
importe donc que le critére capture le maximum de motifs. C’est de ce point de
vue que le critere est encore amélioré en 1991 par Dana J. Taipale et Michael
B. Pursley [TP91].

«maximum de vraisemblance» est sous-optimal) mais z; =
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Pour tout élément m @ ¢ du coset, de poids de Hamming inférieur a la
distance minimale d du code, soit f le mot de ’espace ambiant tel que: wt(f) =
d &wt(m @ ¢); supp(m & ¢) N supp(f) = O et composé des positions les plus
fiables en dehors du support de m @ c. Taipale montre alors que:

wg(m®c) <wg(f) =V € Ce{c} weg(md)>wg(m®c)

Ce qui définit un critere d’arrét. Il montre aussi que tout élément du coset
satisfaisant le critere de Costello satisfait également le sien mais que le contraire
n’est pas vrai. Son critere capturera donc plus souvent le coset leader.

3.2.2 Tri des positions par ordre de fiabilité

Le décodage souple est une généralisation du décodage dur. De certains
points de vue, et en particulier de celui de la théorie de la complexité, il s’agit
donc d’un probléme plus difficile [FCGB88]. Pour cette raison et également parce
que sa définition requiert certaines considérations relevant davantage du traite-
ment du signal que des mathématiques, il a longtemps (et encore aujourd’hui)
effrayé une part importante des spécialistes du décodage.

On a vu cependant, avec la définition d’une métrique ellipsoidal, qu’il peut
étre appréhendé d’un point de vue strictement mathématique. La seule différence
avec le décodage dur reposant dans la définition de coefficients de pondérations
des positions: ce que 'on a appelé leur fiabilité.

Mais ces coefficients ne rendent pas forcément le probleme plus difficile. Au
contraire dans certains cas ils peuvent permettre aux algorithmes de trouver
la solution plus rapidement, en leur fournissant un ordre pertinent pour mener
leurs explorations.

L’algorithme de recherche de motifs d’erreur défini en section 2.1, par exemple,
génerera les différents motifs d’erreur par poids généralisé croissant plutot que
par poids de Hamming croissant (jusqu’a ce que ’'un d’eux ait le méme syndrome
que le mot recu).

L’information souple (la fiabilité des bits) permet donc d’ordonner de ma-
niere plus précise les différentes possibilités par rapport a leur vraisemblance, ce
qui constitue un avantage important. Mais cela est encore plus flagrant pour le
décodage par ensemble d’information. Nous y reviendrons plus longuement mais
considérons en attendant la premiere amélioration de 'algorithme précédent: La
restriction & un ensemble d’information.

Plutot que de générer les n bits d’un nouveau motif, on génere les k bits
d’un nouveau motif restreint & un ensemble d’information donné, les n <k bits
restants étant déterminés de maniere & ce que le motif ainsi généré appartienne
au coset du mot regu.

L’algorithme génerera le bon motif d’erreur dés que le motif restreint testé
correspondra aux erreurs de transmission sur I’ensemble d’information consi-
déré. Prenons alors comme ensemble d’information celui qui est constitué des
k bits les plus fiables (si ces k bits ne constituent pas un ensemble d’informa-
tion, on pourra en générer un sous-optimal grace & un algorithme glouton par
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exemple), que nous appellerons la «base la plus fiable», et générons les différents
motifs (restreints) par poids généralisé croissant.

Il parait clair, compte tenu de la défnition probabilistique de la fiablité, que
I’espérance du nombre d’erreur de transmission sur un ensemble de k positions
est minimal si cet ensemble est constitué des k bits les plus fiables. L’algorithme
tombera donc plus t6t en moyenne sur le bon motif s’il choisit la base la plus
fiable plutot qu’un ensemble d’information quelconque. L’information souple
permet par conséquent d’accélérer cet algorithme.

L’algorithme ainsi défini a été proposé pour la premiere fois par B. G. Dorsch
en 1974 [Dor74] avec un critére d’arrét simple et astucieux. Plus de 20 ans plus
tard, Marc P. C. Fossorier et Shu Lin [FL95] meénent une étude probabiliste
assez poussée de cet algorithme (qu’ils réinventent pour ’occasion, ignorant
linfortuné Dorsch). Il a été repris (le mot n’est peut-étre pas approprié, la
correspondance de Dorsch n’étant toujours pas citée) et amélioré en 1997 par
D. Gazelle et J. Snyders [GS97] qui utilisent la distribution des poids du code
pour définir un critere d’arrét complexe mais plus efficace que celui de Dorsch.

Des améliorations successives voient ensuite le jour [FL96a] [FL97] [FL99],
semblant refléter le fait qu’un principe plus puissant doit exister. Et pour cause,
on a vu dans le chapitre traitant du décodage dur qu’il était plus intéressant
de traiter un nombre limité de candidats sur un grand nombre d’ensembles
d’information différents que le contraire. Nous essayons dans la prochaine section
d’adapter ce principe au décodage souple. Mais voyons déja ce que I’on peut dire
de la statistique du bruit sur les positions ordonnées par ordre décroissant de
fiabilité.

Suite au tri, les variables aléatoires représentant le bruit affectant les dif-
férentes positions ne sont plus identiques et indépendantes. Supposons le tri
effectué, et appelons ¢; (i = 1...n) la variable aléatoire représentant le bruit
affectant la i<ieéme position, et §; (= £ &) le i<eme signal transmis.

Fossorier a montré [FL95] que l'on a les distributions de probabilités sui-

2 ~
vantes, pour ¢ = 1..n (Q est la fonction  — ﬁf;o e~ 2 dt, et Qz) =
2
Q (/%)

€
P\ B
_g28%
(1) E e Qo)+ Qe+ 1141) QU 11+ 1)
i) V/7NO
Définissons P!(n) la probabilité pour que la i<iéme position soit erronée, on
a bien-sir Pi(n) = f:olo p (E.— = a:) dz.
On trouvera les résultats suivants démontrés dans [BC91]:

Proposition 9

Vi=1l.n&1l Pi(n)< Pi(nel) < PT(n)
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Et Pon pourra aussi [FLI6b] faire 'approximation P?(n) ~ e=4mi=1 %5 avec
m; = a (1 ei/n) et a(z) = Q2 &) Q(z).

Un grand intérét de ces probabilités est qu’elles sont définies indépendam-
ment de y, le signal recu.

3.2.3 Enumération ordonnée des motifs d’erreur

Dans la section précédente, nous avons mis en évidence l'intérét d’énumérer
les différents motifs d’erreur par poids généralisé croissant, en se restreignant
éventuellement & un sous-ensemble du support, mais nous n’expliquons pas com-
ment mener & bien cette énumération. Cette section y remédie et s’inspire d’une
idée donnée dans [Dum96b] et [DumO1].

Nous donnons ci-dessous une méthode, pour tout entier N, d’énumération
des N vecteurs de plus faibles poids généralisé. L’adaptation a un sous-ensemble
du support est directe et ne posera aucune difficulté. Cette méthode est similaire
aux méthodes conventionnelles de décodage par treillis. Elle consiste en n étapes,
4 chaque étape j, on construit une liste X; = {(m,w)} de mots m restreints
aux sous-ensemble {1...5} du support, accompagnés de leur poids généralisé w
sur ce sous-ensemble..

On construit X;4; a partir de X; en concaténant aux mots de cette liste
les symbdles 0 ou 1. Si ’on ajoute 0, le poids généralisé ne change pas, si l’'on
ajoute 1, le poids généralisé est augmenté de |y;41|. Une fois X411 construite,
on peut libérer la mémoire de la liste X .

En premier lieu, pour les étapes j = 1, ..., |log, N |, on construit récursive-
ment les listes completes X; composées de 27 éléments.

Pour les étapes j suivantes, les listes X; ne comprendront que les N mots
de plus faible poids généralisé sur {1...7}.

Si X; comprend N mots, la concaténation de 0 et 1 & ces mots donnera 2NV
mots. On les triera par poids généralisé croissant et on ne gardera que les N
premiers mots.

On peut faire une économie substantielle en considérant que le symbole 1
ajouté au teme mot m; de la liste X; triée, donnera un mot m en position au
moins 2¢ dans la liste X;;, triée. En effet, les ¢ <1 mots précédant m; dans
X, auxquels on ajoute 0 ou 1 donneront 2(i <1) mots précédant m dans X1,
et m; auquel on ajoute 0 le précedera aussi. Il sera donc inutile de concaténer
le symbéle 1 aux N/2 derniers mots de X, la liste & trier n’aura que 3N/2
éléments.
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Apres la nieme étape on a la liste attendue des N mots de plus faible
poids généralisé, triée par poids généralisé croissant. Le complexité de cette
énumeération est majorée par n%Nlog %N. Le méme type d’énumération pour
un sous-ensemble du support de cardinal z aura une complexité majorée par
CU%N log %N .

3.3 Décodage par ensemble d’information souple

3.3.1 Problématique

On a vu que le décodage par ensemble d’information offrait un principe
puissant pour le décodage dur des codes généraux qui permettait de réduire for-
tement les complexités. On peut donc s’attendre & ce qu’il en aille de méme pour
le décodage souple, d’autant que 'information souple devrait pouvoir permettre
de choisir pertinemment les ensembles d’information successifs.

On trouvera souvent dans la littérature [FL95] [HHC94] [GS97] I'utilisation
de la base la plus fiable comme point de départ. Mais le probleme se pose de ce
qu’il faut faire ensuite... Cette base est unique et les algorithmes de décodage par
ensemble d’information doivent en tester un tres grand nombre pour fonctionner
correctement.

Une premiere idée consiste & ordonner ’ensemble des bases par ordre dé-
croissant de fiabilité (la fiabilité d’une base est la somme des fiabilités de ses
positions), et & parcourir alors cet ensemble selon cet ordre. Cette possibilité
présente cependant des problemes d’implémentation: Il est en effet plus cotteux
de calculer, de stocker et d’ordonner I’ensemble des bases que de décoder, et le
faire au fur et & mesure est loin d’étre trivial si l'on exige une complexité en
mémoire acceptable et un surplus de complexité en temps négligeable.

Par ailleurs, si ’on parvenait & le faire malgré les difficultés d’implémentation
et de gestion de la mémoire que cela représente, on explorerait alors des bases
voisines les unes des autres et il faudrait attendre longtemps avant de s’éloigner
significativement de la base en cours d’exploration, et de rejeter les erreurs
qu’elles contient. L’exploration manquerait d’amplitude, tant et si bien que la
complexité pourrait augmenter et non diminuer (il n’y a pas & ma connaissance
d’étude de la complexité de 'algorithme défini par cette exploration par fiabilité
de base décroissante).

Une autre idée consiste alors & choisir les bases successives de maniere aléa-
toire, mais corrélée avec leur fiabilité, c.a.d. que plus une base sera fiable plus
elle aura de chance d’étre choisie par l'algorithme. Dans la suite nous allons
définir deux algorithmes qui utilisent ce principe d’aléa corrélé mais de maniere
fort différente.

L’un d’entre eux a été introduit par Ilya Dumer & Eurocode 92 [Dum93] et
en 96 & Allerton [Dum96a] avec des résultats précis de complexité, malheureu-
sement les preuves des résultats annoncés n’ont pas encore été publiées et ces
résultats correspondent & I’étude de la complexité «selon les cas» 1, fort différente

1. selon I’entrée de 1’algorithme
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de la complexité du décodage quasi-complet.

L’autre est le fruit de mon travail et exploite le phénomene de résonnance
stochastique. Il s’agit bien d’un algorithme de décodage quasi-complet, et les
simulations témoignent d’un gain en complexité spectaculaire par rapport au
décodage dur par ensemble d’information ou par rapport a tous les algorithmes
de décodage souple quasi-complet existant «officiellement». Je ne suis malheu-
reusement parvenu a obtenir aucun résultat théorique quant & cette complexité
mais une collaboration (post-doc ou « joint paper ») avec Ilya Dumer est prévue
et pourrait s’avérer fructueuse.

Si 'on a un algorithme de décodage souple par ensemble d’information, on
pourra aisément en déduire des algorithmes de décodage mixte, en s’inspirant
de ce qui a été dit & ce propos pour le décodage dur en section 2.3.

On pourra méme faire un peu mieux que dans le cas du décodage dur,
car on pourra générer les N motifs d’erreur de plus faible poids généralisé sur
un ensemble donné de cardinal z, quel que soit N. On pourra donc choisir
précisément le nombre N qui optimise la complexité globale du décodage (pour
le décodage dur, on génere les motifs d’erreur de poids de Hamming au plus p,
soit Zf:o (f}) motifs, ce qui laisse moins de latitude quant au nombre de motifs,
qui doit étre une somme de coefficients binomiaux).

3.3.2 Décodage par recouvrement d’ellipsoides

Le théoréme 7 du chapitre précédent (p. 51) donne, pour tout w < r < n, des
bornes sur la taille minimale d’un r&recouvrement de la sphere de Hamming de
rayon w sur {1..n}.

Par ailleurs, il est montré qu’en choisissant aléatoirement, selon une loi uni-
’ ’
(7‘) ’

w

forme, un nombre de r<sous-ensembles de méme ordre exponentiel que

réalise un tel recouvrement avec une probabilité arbitrairement proche de 1.
Dumer se propose d’obtenir des résultats similaires pour les ellipsoides. Nous
exposons dans cette section les principaux résultats qu’il obtient. N’ayant eu
acces qu’a une version rapidement écrite et sans démonstration de ces résultats,
n’ayant pas pu étre parfaitement convaincu par cette présentation et ayant di
corriger quelques coquilles, je ne puis malheureusement pas garantir qu’ils en
soient maintenant totalement dépourvus. Il faut tout de méme signaler qu’Ilya
Dumer travaille encore actuellement sur les interminables démonstrations de ces
résultats qui, m’a-t-il confié, lui ont demandé plus de dix ans de recherche.
Soient donc v;(= |y;]) € RT la fiabilité du iéme bit recu, et v = (v1...v,).
On sait que le décodage sera quasi-complet si ’on teste les 2% motifs d’erreur
les plus probables, c.a.d. les 2"~ % mots (e;...e,) de F} minimisant la quantité
>, ev;. lls forment un ensemble que nous appellerons E(n, v, 2" F).
Puisque, pour tout v’ proportionnel & v, le probléme est equivalent, on peut,
sans perte de généralité, considérer que Z?Zl v; =n.
Pour tout p < n/2, on définit A, > 0 et pj(p) < 1/2 (j = 1...n) par les
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équations suivantes:

1
pi(p) = 1T+ 2w ij(ﬁ’)”j =P
J

Pour tout j, pj(p) croit avec p, et A, décroit avec p. On pourra vérifier que
p;j(0) =0, Ao = 00, pj(n/2) =1/2, X2 = 0.

Soit p < n/2 tel que }°; Ha(p;j(p)) = n <k, et soient ¢t = 37, p;j(n), et
L=2"
")
Théoréme 8 Pour tout v € R™ et tout entier r < n suffisamment grand, soit
b(n,r,v) le cardinal minimal d’un r&recouvrement de E(n,v,2" %), On a, avec
les notations des paragraphes précédents:

b(n,r,v) > L

j=1... () < =
(V= ten pyl00) < i ) = b00r0) 2 L

Par ailleurs, le théoreéme suivant est d’'une importance majeure:

) o rj (k)
Théoréme 9 Sil’on choisit aléatoirement (n1n n)QEJ' e (pJ(“))(l He (Hz(l’j(#))))
sous-ensembles du support de cardinal n<k, selon une loi telle que toute position
J fasse partie du sous-ensemble choisi avec une probabilité égale & H>(p;(p)),
alors ces sous-ensembles recouvrent E(n,v,2" %) avec une probabilité 1 &n =",

La quantité >, Ha(p;(1)) (1 <Hy (%)) est maximale lorsque tous

les v; sont égaux, ce qui équivaut au recouvrement d’une sphere et donc au

décodage dur. Elle vaut alors (n <k) (1 < H, (%1];1%)

complexité du décodage dur. Pour des ellipsoides oblongs, la complexité sera
strictement inférieure.

Le décodage par recouvrement d’ellipsoides est donc tout désigné: Il s’agit
d’un décodage par ensemble d’information ou les bases successives sont choisies
selon une loi satisfaisant la contrainte du théoréme ci-dessus.

L’algorithme calculera donc, en fonction de la fiabilité des bits de chaque
nouveau mot recu, les valeurs de p;(p) et Ha(p;(p)), ainsi que le nombre d’ité-
rations défini par le théoreme.

Chaque itération sera une simple itération de décodage par ensemble d’in-
formation (calcul de I’élément du coset s’annulant sur ’ensemble d’information
en cours, s’il ne s’agit pas d’un ensemble d’information mais d’un ensemble
r&défectif, avec x > 0, il calculera les 2% éléments du coset s’anullant sur k <z
positions indépendantes de cet ensemble).

A chaque itération, on choisit successivement les n <k positions du complé-
mentaire de ’ensemble d’information de la maniére suivante: on choisit la pre-
miere position aléatoirement parmi les n positions de maniere & ce que chaque

), et ’on retrouve la
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position puisse étre choisie avec une probabilité Ho(p;(p))/(n <k) (je rappelle
que Y, Ha(p; (1)) = n <5k).

Pour les n &k <1 positions suivantes, si J est l’ensemble des positions
non encore sélectionnés, on choisit aléatoirement une position dans J de ma-
niere & ce que chaque position j de J puisse étre choisie avec une probabilité
Ho(pj 1))/ 35 Ha(pilw)).

On pourra vérifier qu’ainsi, toute position j fera partie de I’ensemble final
avec une probabilité Ha(p;(r)). Enfin on considére le complémentaire de cet
ensemble comme ’ensemble d’information a traiter.

3.3.3 Deécodage par résonnance stochastique

La résonnance stochastique est un phénomene d’aide a la transmission d’un
signal par le bruit, ayant lieu dans certains systémes non-linéaires [MPO94],
[WM95], [CBI7].

Etonnamment les théoriciens de l'information ne sont pas prévenus, mais
d’aucuns physiciens (ignorant manifestement les efforts déployés par d’autres
pour s’attaquer a ces problemes) prétendent depuis quelques années améliorer
significativement les rapports signal a bruit de transmissions non périodiques et
les capacités des canaux les plus classiques grace & 'introduction de phénomeéenes
chaotiques ajustables et & des phénomenes de résonnance stochastique [GCB97],
[Kis96], [LGK96].

Je préfere ne pas insister sur ce sujet car d’une part, malgré le prestige des
journaux oll sont parus ces articles, il m’a paru suspect que ces travaux soient
dénués de références, ne serait-ce qu’au respectable Shannon, et ne font que
se citer mutuellement et parce que d’autre part les phénomenes de résonnance
stochastique que j’ai personnellement observés s’appliquent non pas a des phé-
nomenes physiques mais a lefficacité d’un algorithme.

Je rappelle qu’il s’agit de mettre au point un algorithme de décodage mixte,
en choisissant les bases successives de maniere aléatoire, mais corrélée avec leur
fiabilité, c.a.d. que plus une base sera fiable plus elle aura de chance d’étre
choisie par I'algorithme.

On choisit donc le décodage mixte avec utilisation de codes poingonnés (cf.
section 2.3.2), qui est le plus rapide pour la plupart des longueurs et dimen-
sions de codes utilisables en pratique. Je rappelle que la longueur s des codes
poingonnés est soumise aux contraintes:

k < s < min(n, 2k); %H{l <2 <1 @%)) < H;y'(1 &R);

% <1 SHy! (2 <1 @9)) <1eH, (1 &R).

et que, pour le décodage dur, la longueur s optimale minimise:

(1 @5) (1 oH, (nH21(1 ©R)esH, " (2(1 @%))))

n<<=s
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Par ailleurs, il faut générer sur chaque moitié de support des codes poin-
connés, 2°~* motifs d’erreur. Pour générer les 2°~* motifs de plus faible poids
généralisé sur une moitié de support poinconné, on utilisera la technique men-
tionnée en section 3.2.3.

Reste a définir la maniere dont on choisit les bases successives. Voici ce que
je suggere.

A chaque itération, considérons (y;)i;=1..» le signal originellement recu, et
pour 4 allant de 1 & n, calculons, grace & un générateur pseudo-aléatoire, y; =
¥i + 2 ol x est une réalisation d’une variable (pseudo-) aléatoire de loi normale,
centrée et de variance o2 qui est un nouveau parametre de I’algorithme.

C’est-a-dire qu’a chaque itération, nous ajoutons au signal recu (de maniere
non cumulée, on reconsidere le signal original & chaque fois) un bruit gaussien
secondaire, créé de toute piece par ’algorithme.

On choisit alors la base la plus fiable relativement aux y;.

L’espérance de z est 0, donc celle de y} est y;. Il est donc clair qu’une position
aura d’autant plus de chance de faire partie de la base que sa fiabilité est élevée,
et ce, quel que soit o2.

Le parameétre o2 sert alors & régler Pamplitude de I’exploration. Plus cette
variance est faible, plus les bases successives seront proches de la base la plus
fiable (chaque itération, considérée indépendamment des autres aura donc une
plus grande probabilité de succes) et moins cette exploration aura d’amplitude
(les itérations successives sont donc davantage corrélées entre elles, ainsi que
leur probabilité de succes).

Nous avons donc deux influences antagonistes du parametre o2, et il faut
s’attendre & ce qu’il ait une valeur optimale finie.

Nous avons tracé, sur les figures 3.4 a 3.6, I'influence du parameétre sur le
taux d’erreur pour différents nombres N d’itérations, ainsi que la décroissance
du taux d’erreur en fonction du nombre d’itérations pour différente valeur du
parametre (sur ces figures, nous avons considéré o et non o?).

Il apparait qu’effectivement, certaines valeurs du parametres permettent
d’atteindre beaucoup plus rapidement des taux d’erreur proches du taux d’er-
reur optimal. On dit que pour ces valeurs, on atteint la résonnance stochastique
(pour des taux de codage 3/4, ce phénomene est méme assez spectaculaire).

J’ai constaté que la valeur optimale pour o était toujours proche de la moitié
de ’écart type de ’erreur, c.a.d. que le ¢ optimal vaut & peu pres le quart de
la puissance du bruit. Un résultat aussi simple, accompagné d’une preuve serait
évidemment bienvenu, mais mes efforts n’y ont pas suffi.

3.4 Performances

Le nombre d’itérations nécessaire, avec le parametre optimal, pour que le
décodage soit quasi-complet a été évalué pour de nombreuses valeurs de n &
taux de codage constant. Il semble étre de la forme K% «a dépend du rapport
signal & bruit et du taux de codage, K dépend en plus du niveau de quasi-
complétude requis.
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J’ai tracé sur la figure 3.7, les valeurs de a que j’ai estimées (ces calculs
demandent beaucoup de simulations) pour trois valeurs de taux de codage et
un rapport signal a bruit de 3 dB. On peut constater que cet algorithme surpasse
de manieére assez nette ses concurrents, non seulement de maniere asymptotique,
mais surtout pour tout n car le terme exponentiel est & diviser par un polynéme
et non a multipler.

L’algorithme, & ’aide de quelques simulations préliminaires ou d’abaques,
choisira donc le parametre o2 optimal et le nombre d’itérations adéquat, avant
de commencer le décodage.

Conclusion

Le décodage souple quasi-complet et général n’est donc ni plus ni moins
qu’un décodage classique avec un alphabet de sortie du canal plus grand que son
alphabet d’entrée. Il s’agit simplement de trouver une métrique plus adéquate
que la métrique de Hamming.

Nous avons traité le cas du canal gaussien a entrée binaire et sortie réelle,
et nous avons vu que la métrique optimale a une forme tres simple: On pondére
chaque position par le module du signal recu. Décoder (soustraire son coset
leader au mot regu) selon cette métrique permet alors de trouver le maximum
de vraisemblance, et d’atteindre le taux d’erreur le plus faible possible.

L’avantage sur le décodage dur est double: le taux d’erreur résiduel est plus
faible et le décodage est plus rapide.

Le meilleur algorithme de décodage souple par ensemble d’information (sans
recherche de motifs d’erreur) est théoriquement le décodage par recouvrement
d’ellipsoides d’Ilya Dumer. Le décodage par résonnance stochastique peut s’adap-
ter au décodage par ensemble d’information, mais présente un défaut de résultat
théorique, et est sous-optimale par rapport au précédent.

Cependant, il sera difficile d’obtenir des résultats théoriques et des para-
metres optimaux pour un décodage mixte (avec recherche de motifs d’erreur),
tandis qu’avec son unique parametres & régler, le décodage par résonnance
stochastique s’adapte facilement, et permet d’avoir un décodage mixte quasi-
optimal, généralement plus efficace que le décodage par recouvrement d’ellip-
soides d’Ilya Dumer, basé sur le décodage par ensembles d’information qui est
un cas particulier non optimal du décodage mixte.
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FIG. 3.3: n = 128, R = 1/2, E, /Ny = 2dB
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FiG. 3.5:n = 96,R = 1/2, E,/Ny = 4dB
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Fi1G. 3.7: Coefficients de complexité: (a) Décodage par treillis; (b) décodage par
ensemble d’information, (c) idem avec utilisation de codes poingonnés, (d) idem
avec utilisation de surcodes, (e) idem avec résonnance stochastique.
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Conclusion, perspectives

L’objectif annoncé était une utilisation optimale du canal, mais nous avons
considéré que 1’alphabet d’entrée du canal était binaire, avec des symboles
équiprobables, ou éventuellement quaternaire, les modulation BPSK ou QPSK
étant équivalentes. Or Shannon a montré que, sous une contrainte de puissance
moyenne & ne pas dépasser, l’alphabet d’entrée optimum pour le canal gaus-
sien était continu avec une densité de probabilité normale (gaussienne) pour les
différents symboles.

Pour de faibles rapports signal & bruit, la différence est ténue, mais au dela,
ne faudrait-il pas étudier des combinaisons de codes correcteurs d’erreur avec
des codages «binaire & signal» alternatifs, ressemblant davantage & cet alphabet
optimal?

De notre étude sur le décodage dur, il semblait ressortir une mesure de
«’exponentialité»> du probleme du décodage. Cette mesure a-t-elle un sens?
Peut-on définir des classes de langages, telles NP ou PCP(r(z), q(x)) (cf. [Sud93]),
ou de problemes d’optimisation, par un coefficient de complexité minimum, en
faisant au besoin I’hypothese P # N P? Cela pourrait-il faire avancer les sciences
de l'informatique?

Cette étude a fait ressortir ces questions, mais son utilité était surtout d’ap-
porter une bonne visibilité pour la définition d’algorithmes de décodage souple
quasi-optimaux et généraux, afin de ne pas se perdre en considérations erra-
tiques.

Nous avons en effet pu voir que le décodage souple, du point de vue trans-
mission d’information, est nettement plus intéressant que le décodage dur, bien
que moins abondamment traité dans la littérature. Le troisieme chapitre doit
donc étre considéré comme plus important.

Il en est ressorti deux algorithmes peu ou pas connus de la communauté des
codeurs nettement plus rapides que leur concurrents du décodage dur ou souple.
Ont-ils un intérét face aux turbo-codes? Certainement.

En effet, les turbo-décodeurs de codes produits s’appuient sur des décodeurs
souples de leurs codes internes. On voit aujourd’hui, implémentés expérimanta-
lement ou utilisés en transmissions réelles, des codes produits dont les turbo-
décodeurs utilisent par exemple les algorithmes de décodage de Fossorier et Lin.
Ceux que nous avons vus permettraient de décoder plus rapidement ou d’utiliser
des codes internes aléatoires de plus grande longueur.

Par ailleurs, les turbo-codes sont tres satisfaisants lorsque I’on peut supporter
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les délais que leur grande longueur impose, mais les transmissions par paquets
qui sont et seront de plus en plus utilisées avec les nouvelles technologies de
I'information requierent des longueurs de bloc de quelques centaines en général
et d’au plus quelques milliers. S’il était envisageable de décoder en temps réel
de manieére quasi-optimale des codes aléatoires de cette longueur, les résultats
obtenus surpasseraient ceux des turbo-codes.

Or, tenant compte de la loi de Moore et du coefficient de complexité inférieur
a 7% que nous avons obtenu pour les codes de taux 1/2, la longueur décodable
maximale augmentera de plus de 1/0.07 ~ 14 unités touts les dix-huit mois,
disons d’une unité par mois, ou d’unité et demi pour des codes de taux 3/4.

Avec le décodage par résonnance stochastique, il est déja possible, avec un
simple programme en C, de décoder en temps réel un code de longueur 400 et
de taux 1/2, ou de longueur 700 et de taux 3/4; les applications, avec de telles
longueurs, ne manquent pas.

Pour terminer, j’aimerais soulever ce dernier point: le bruit secondaire, ajouté
par 'algorithme de décodage par résonnance stochastique est un bruit blanc,
gaussien, additif. Ce choix n’a été motivé par aucune raison particuliere, il
s’avere simplement que cela marche bien. Quel est le bruit secondaire optimal?
Dans quel mesure dépend-il du canal?

Les démodulateurs utilisés pour la réception des signaux, ont pour la plupart
une charge d’apprentissage du canal qui leur permet de mieux fonctionner, et
peuvent parfois s’adapter & un canal qui varie dans le temps. Les problemes po-
sés par cet apprentissage ont été largement étudiés (voir par exemple [BMP87])
et assez bien résolus... Les décodeurs ne devraient-ils pas eux aussi étre doués
d’apprentissage? Et ne devraient-ils pas maintenant travailler plus en collabo-
ration avec les démodulateurs (puisqu’apres décodage, ils connaissent la forme
du bruit, ils peuvent renseigner le démodulateur & ce propos, améliorant son
apprentissage. Le démodulateur, quant a lui, fournit I'information souple au
décodeur...)?
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Deuxieme partie

Détection et reconnaissance
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Introduction

Je tiens ce monde pour ce qu’il est [...]: un théatre
ou chacun doit jouer son roéle.
Shakespeare (Le marchand de Venise)

Derriére le monde dans lequel nous vivons, loin

a Parriére-plan, se trouve un autre monde; leur rap-

port réciproque ressemble a celui qui existe entre les

deux scénes qu’on voit parfois au théatre, I'une der-
riére autre.

Soren Kierkegaard (Le Journal du séducteur)

Il ne fait aucun doute qu’il existe un monde in-
visible. Cependant, il est permis de se demander &
quelle distance il se trouve du centre-ville et jusqu’a
quelle heure il est ouvert.

Woody Allen (Dieu, Shakespeare... et moi)

Cette partie, consacrée a la détection et a la reconnaissance de code, a été
écrite de maniere a pouvoir étre lue indépendamment de la partie traitant du
décodage, a condition toutefois d’avoir une certaine connaissance des codes li-
néaires binaires, et & I’exception de certaines sections s’y reportant. Elle traite
du probléme suivant:

Etant donné un train binaire transmis a travers un canal dont on connait le
comportement statistique, et étant donnée une observation d’une partie connexe
de ce train apres traversée du canal, essayer de répondre aux questions suivantes:

Le train binaire etait-il, avant traversée du canal, la concaténation de mots
binaires appartenant a un méme code linéaire binaire ?

Et en cas de réponse positive, quelle est la longueur de ce code, quelle est la
synchronisation des mots de code dans le train binaire, de quel code s’agit-il ?

L’intérét de savoir y répondre se ressent lorsque ’on désire obtenir des in-
formations & partir d’un train binaire intercepté sans connaitre le protocole de
communication (contexte d’espionnage).

Nous allons voir, apres avoir formulé plus rigoureusement le probleme de
décision a résoudre, qu’il s’agit d’un probleme NP-complet.

Le signal intercepté sera stocké en mémoire selon les capacités du démodu-
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lateur soit sous la forme d’un train binaire démodulé soit sous une forme offrant
une information souple, c’est-a-dire donnant pour chaque bit non pas sa valeur
présumée mais sa probabilité de valoir 0 ou 1.

Si l'on sait, en faisant la bonne hypothese de longueur et de synchronisa-
tion, se rendre compte du fait qu’un code linéaire binaire a bien été utilisé, on
parviendra, en essayant toutes les hypotheses quant a la longueur et la synchro-
nisation a effectuer simultanément la détection de code et la reconnaissance de
longueur et de synchronisation. La reconnaissance de code, quant a elle, sera
abordée sous ’angle d’une reconstruction des relations de parité.

Nous essaierons d’apporter une solution acceptable en surveillant de pres
les facteurs sensibles suivants: La complexité de ’algorithme, les probabilités
de fausse alarme et de détection (pour la détection) et la probabilité de mau-
vaise reconnaissance. L’information souple sera tres bénéfique et son traitement
n’augmentera la complexité que par une constante.
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Chapitre 1

Histoires de rang

J’écrirai ici mes pensées sans ordre, et non pas
peut-étre dans une confusion sans dessein: c’est le
véritable ordre, et qui marquera toujours mon ob-
jet par le désordre méme. Je ferais trop d’honneur a
mon sujet, si je le traitais avec ordre, puisque je veux
montrer qu’il en est incapable.

Blaise Pascal (section VI)

J’écrirai mes pensées avec ordre, par un dessein
sans confusion. Si elles sont justes, la premiére ve-
nue sera la conséquence des autres. C’est le véritable
ordre. Il marque mon objet par le désordre calligra-
phique. Je ferais trop de déshonneur & mon sujet, si
je ne le traitais pas avec ordre. Je veux montrer qu’il
en est capable. Isidore Ducasse (Poésies II)

Introduction

Un code linéaire binaire est un ensemble de mots (vecteurs) binaires, dits
mots de code, de méme longueur n, consituant un sous-espace-vectoriel strict
de F7, Pensemble, dit « espace ambiant », de tous les n<uplets binaires.

Pour étudier une hypothese de longueur n et de synchronisation donnée,
nous extrairons une n X N<matrice X du train binaire en y découpant des mots
de longueur n selon cette hypothese.

Pour chaque hypothese de longueur et de synchronisation, I’hypothese, que
nous noterons H, & valider est que les lignes de X étaient éléments d’un méme
code linéaire binaire de longueur n (c’est & dire d’un sous espace vectoriel strict
de l'espace ambiant) avant de traverser le canal. Bien sir, pour que cela ait un
sens, il faut qu’au moins n mots aient été émis (sinon I’hypothese ainsi énoncée
est toujours vraie). Nous supposerons donc que N > n.
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Un critere de détection incontournable sera donc que les lignes de X soient
elles-mémes éléments d’un méme sous espace vectoriel strict de I’espace ambiant,
c’est a dire que la matrice X soit de rang non plein.

Nous allons étudier ce critéere pour nous rendre compte qu’en pratique, il
sera insuffisant. Puis nous ferons quelques remarques sur le probleme posé par
le fait que la longueur, la synchronisation et la dimension de ’hypothétique code
sont inconnues, et sur ce que l'on peut en dire a priori. Enfin nous montrerons
que le probléeme a résoudre, méme si I’on connait la longueur, la synchronisation
et la dimension de I’hypothétique code, est NP-complet.

1.1 Critere du rang

L’algorithme de détection le plus simple consiste & décider que l'on est en
présence d’un codage linéaire si la N x nematrice X (N > n) est de rang non
plein, c’est a dire de rang strictement plus petit que n.

Nous sommes alors confrontés & deux sources d’erreur: d’une part, le critere
pourrait étre vérifié méme si ’hypothese est fausse; d’autre part, méme si 1’hy-
pothese est juste, les erreurs de transmission peuvent étre telles que la matrice
X soit en fait de rang plein.

Nous allons étudier les probabilités, dites respectivement de fausse alarme
et de non-détection, associées a ces deux évenements.

1.1.1 Probabilité de fausse alarme

La probabilité de fausse alarme, notée Py, est la probabilité qu'une N x
n<matrice binaire quelconque soit de rang non plein. On trouvera le dénombre-
ment des matrices g-aires de dimensions et de rangs donnés par exemple dans
[LN83] (p. 455), et ainsi vérifier la proposition suivante.

Proposition 10
n—1
Ppo =Pr(rk(Ay) <n) =1 ] (1 27Y)
i=0
Corollaire 1
2N 527N 220N < pp < onN oo N

Démonstration: (du corollaire) On a:

n—1 n—1 n—1 n—1
ley 27V < JJae2 ™) <1 (27 e Y 2 NyW
i=0 i=0 i=0 j=i+1

j=i+1
Or Yiy 20N = 20 N s~ e 321 P50 207 N2i =N < 22 N) Op
en déduit l'inégalité du corollaire. O

Done S5, (27N &350l 27NN ) < Pr < SIL 2N
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Ainsi, pour avoir une probabilité de fausse alarme inférieure par exemple a
1/1000, il faut et il suffit que N soit au moins égal a n + 10.

1.1.2 Probabilité de détection

Tout d’abord, nous démontrons un lemme qui nous sera utile & maintes
reprises dans I’ensemble de ce document du fait que nous travaillons sur le corps
binaire. Il est effectivement lié & la probabilité pour qu’une variable aléatoire
prenne un nombre pair de fois une certaine valeur parmi un nombre donné de
réalisations, si bien qu’on y revient souvent lorsque ’on traite de probabilités
en rapport avec les relations de parité (cf. par exemple le lemme 1 de l'article
original de Gallager sur les codes a relations de parité de faible densité [Gal62]).

Lemme 3
[n/2]
N R 21 1 n—2 —
Vn € Vx € ;:0 <21>a¢ (lex) — 5
Démonstration:

Ona (122)"=((1z)cz)" = ; (“
0
et 1=((1lez)+x)" = Z (n) (1 )"t

ln/2]
done 1+(1g2z)" _ <;> 2% (1 or)" 2,

Ainsi, si le canal présente un taux d’erreur binaire, ou probabilité de transi-
tion égal & 7, la probabilité pour que le nombre de positions erronées parmi w
positions données soit pair vaut M Le terme (1 <27) étant beaucoup
utilisé dans la suite, nous définissons z = 1 <27.

Appelons H ’hypothese a détecter (selon laquelle le train binaire etait, avant
traversée du canal, la concaténation de mots binaires appartenant & un méme
code linéaire binaire). La probabilité de détection, notée Py;. est la probabilité,
dans le cas ou H est vraie, pour que la matrice X soit de rang non plein.

Supposons H vraie et appelons C' le code qui a été utilisé.

Proposition 11 Soit, pour 1 < w < n, C* le nombre de mots de poids w dans
C*, le dual de C. On a:

n ]_+2:w N
Pyt < ZC:; <T> + anN <:>2n7k7N

w=1
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Démonstration: X est de rang non plein si et seulement si il existe un mot A
non nul tel que hX* = 0. On a (borne de I'union):

Pyer = Pr(3h € F5/hAY = 0]H) < Y Pr(hAly = 0| )
heFs

Or, pour tout h € C* de poids w, Pr(hAL = 0) est la probabilité pour
que les N motifs d’erreur soient tous de poids pair sur le support de h,
Vet 8 i (12N
c’est & dire (1£—) .

Et pour tout h non nul et non élément de C+, Pr(hAL, =0)=2"N. O

Cette probabilité de détection sera vite trop faible pour les taux d’erreur
binaires (7) usuels, c’est & dire que le critére du rang est trop strict.

1.2 Oracle du rang

1.2.1 Remarques sur la longueur et la synchronisation

Il sera souvent possible de connaitre a priorila longueur et la synchronisation
des hypothétiques mots de code.

Tel peut étre le cas si par exemple une mise en trame du train binaire est
détectée. La détection de mise en trame n’est pas abordée dans cette these mais
il faut savoir que la plupart des protocoles de transmission comprennent de
nombreuses sophistications quant au format des trains binaires devant transiter
dans le canal, dont une utilité (parmi d’autres) est de permettre de récupérer
la synchronisation (le train binaire contient méme assez souvent en préfixe des
informations sur sa nature et sur son encodage).

Supposons que ce ne soit pas le cas et que le train binaire émis (dépourvu
d’erreur) M = (m; ... m;) soit simplement une concaténation de mots de code,
et appelons M, s (0 < s < n, s + n? < [) la matrice extraite de M selon
I’hypothese de longueur n et de synchronisation s et Ny, s = LI_TSJ le nombre de
lignes correspondant:

Ms41 Mmsi2 s Msin
M, . — Msint1 Msynt2 - -- Ms42n
n,s —
ms+(Nn,s_1)n+1 m3+Nn’Sn

Si C est le code qui a été utilisé, et si (n,s) est la bonne hypothese de
longueur et de synchronisation alors rk(M,, ;) < dim(C') < n.

Supposons que ’on dispose d’un oracle capable de détecter cette non-pléni-
tude du rang, méme aprés addition d’une erreur de transmission (dans la suite,
nous allons en quelque sorte nous efforcer de construire un algorithme de dé-
tection se rapprochant de cet oracle), palliant ainsi a la faible probabilité de
détection du critéere de la section précédente. A quelles nouvelles difficultés
sommes-nous alors confrontés?
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Que se passe-t-il si I'on fait une mauvaise hypothese de longueur ou de
synchronisation?

Une mauvaise hypothese de longueur peut faire perdre toute structure a la
matrice extraite. Il existe des cas ou la longueur réelle n, la dimension k et
la longueur testée n' sont telles que la matrice extraite (que l’on suppose ici
dépourvue d’erreur) puisse, avec une probabilité non négligeable, étre de rang
non plein; par exemple si (1 + f%]) k < pged(n,n').

Ces cas sont cependant fort marginaux, et il est de toute facon quasiment
(les algorithmes seront non déterministes, rien n’est exclu & 100 %) impossible
que I’évaluation de la mauvaise hypothese supplante et dissimule celle de la
bonne; encore faut-il mener cette derniére & bien, c’est pourquoi on testera
exhaustivement les hypotheses de longueur méme si, en cours de calcul, I'une
d’entre elles se révele crédible.

Une erreur sur la synchronisation serait en revanche moins dramatique. On
aen effet pour 0 < s" < n: rk(M,, ) < k(M 5)+|ses’| < dim(C) +|s<s'| (ce
que ’on montre facilement en considérant que rk([4|B]) < rk([4]) + rk([B])).
Si ’erreur de synchronisation n’est pas trop grande (ni la dimension du code),
la détection sera donc toujours possible.

Il est par ailleurs possible d’éviter d’avoir & tester de nombreuses hypotheses
de synchronisation en considérant les matrices M), & 2n <1 colonnes définies de
la maniere suivante:

mq mo monp—1
m m e mszp—
1 n+1 n+2 3n—1
M, =
M(N, o1 =1)n4+1 - cor MN, . intn-1

Elle contient en effet la matrice M, s qui nous intéresse qui est de rang au
plus dim(C'). La matrice complémentaire & n <1 colonnes étant de rang au plus
n <1, on a donc k(M) < dim(C) + n <1 < 2n &1 et notre oracle pourrait
nous indiquer que I’hypothese de longueur est bonne. Il ne resterait plus alors
qu’a retrouver la synchronisation.

Si aucune mise en trame n’est détectée auparavant sur le train binaire, et que
la détection doit s’opérer « a ’aveugle », c.a.d. sans connaissance de la longueur
et de la synchronisation, alors la meilleure méthode de détection que je puisse
envisager est une détection accompagnée d’une reconnaissance de longueur et
de synchronisation.

1.2.2 Remarques sur la dimension

Pour définir des criteres pertinents, nous allons faire une étude de certaines
probablités. Notre but ne sera pas d’accomplir une étude parfaite et des calculs
exacts, mais d’avoir une idée de ce qui est négligeable et de 'ordre de grandeur
de ce qui ne l'est pas, afin d’avoir un critere sous la forme d’une fonction & faire
calculer a l’algorithme.

Ces ordres de grandeur dépendront pour certains dénombrements de la di-
mension k£ du code a détecter, que ’on ne connait pas. Pour pallier & ce défaut
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lorsqu’il se présentera, nous aurons recours une fois de plus & un calcul de pro-
babilité, mais nous perdrons grandement en précision, les dépendances en la
dimension étant généralement exponentielles.

Nous supposons connu le taux d’erreur binaire 7, ou le rapport signal a bruit
p =& /Ny (€7 est 'énergie par bit transmis et non Pénergie par bit d’informa-
tion qui est généralement considérée dans la littérature sur le codage de canal).
Supposons en outre que ce parametre soit le méme que pour le destinataire, ou
du moins que ’on connaisse le rapport signal transmis a bruit p; dont celui-ci
dispose (ce rapport est généralement variable, le « pire cas » est alors considéré).
Si I'on minore la qualité de transmission dont il est supposé bénéficier, si ’on
suppose par exemple qu’un taux d’erreur résiduel inférieur & 1072 est attendu,
on peut alors majorer le taux de codage, et si ’'on connait la longueur du code
on pourra majorer de maniere plus fine sa dimension:

En ’absence d’hypothese sur la longueur, tout ce que ’on sait est que, si R
désigne le taux de codage, la quantité 10log,,(pa) < 10log,q(R) > Lsn(R) +
1.5dB, ot Lgy(R) est la limite de Shannon (cf. partie «Décodage», section 1.1.2,
p. 23). En effet, transmettre & moins de 1.5 dB de cette limite en utilisant un code
lineaire binaire de longueur inférieure & 1000, ne permettrait pas d’atteindre un
taux d’erreur résiduel inférieur & 1073, méme en utilisant le meilleur décodage
qui soit pour les codes linéaires binaires, a savoir le décodage souple & maximum
de vraisemblance. On en déduit que 10log,,(R) + Lsn(R) < 10log;(pa) 1.5,
ce qui nous donne une majoration R,,q.(p4) du taux de codage.

Quant aux codes linéaires binaires de longueur supérieure a 1000, nous ne
parviendrions de toute facon pas & les détecter pour des causes de temps de
calculs et de longueur de train & intercepter.

Si nous avons une hypothese sur la longueur n, bien-sir nous savons en
vertu de ce qui préceéde que la dimension est inférieure R,q.(pq)n, mais nous
pouvons étre plus précis en évaluant pour chaque k le meilleur taux d’erreur
que Pon pourrait atteindre avec le triplet (n, k, p4), et en supposant qu’il doit
étre inférieur & 1073.

Ce taux d’erreur est celui qui serait atteint par un algorithme de décodage
souple & maximum de vraisemblance. L’estimation la plus précise de ce dernier
est fournie par la borne tangentielle sphérique [Pol94]. Le lecteur pourra se
reporter a la section 1.1.4, p. 30, de la partie «Décodage» de ce manuscrit pour
plus de précisions.

Nous pouvons ainsi calculer &y,q.(pg, ) la valeur maximale que puisse prendre
la dimension du code. Par ailleurs, il est dans l'intérét des protagonistes de la
transmission (pour une question de rendement) d’utiliser la plus grande dimen-
sion possible (qui est strictement inférieur a kpq.(pda,n) si leur algorithme de
décodage est moins performant que le décodage souple & maximum de vraisem-
blance ou s’ils attendent un taux d’erreur strictement inférieur & 10=2 ou si la
famille de code utilisée n’offre pas la possibilité de choisir une dimension égale
a kmaz(pa,n))-

Nous pouvons aussi éventuellement calculer kopt(pa,7) < kmaz(pa,n) qui
est la valeur la plus probable de la dimension sachant que tel taux d’erreur est
attendu et que tel algorithme de décodage est utilisé, ou telle famille de codes...
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Sil’on appelle D,, I'hypothese selon laquelle la longueur du code recherché est
n et Dy, ’hypothese selon laquelle la dimension du code vaut k et sa longueur
n, on définira une distribution de probabilité pertinente pour cette dimension
en utilisant les quelques relations suivantes:

Vk > kmaz(pa,n) Pr(Dpn,|H) =0,

kmaz(pa,n)
> Pr(Dy.n| H) = Pr(D,| H),
k=1

k1 < ky < kopt(pd,n) — PI‘(Dkl’n| fH:) < PI‘(Dkz’n| f}f)

On peut raffiner cette étude en associant a tout couple (k,n) les trois valeurs
suivantes: R(k,n) = £ le taux de codage, Prrr.(k,n) le taux d’erreur aprés déco-
dage & maximum de vraisemblance, et , (k,n) un minorant pour la complexité
du décodage (par exemple n?).

Un code sera plus vraisemblablement utilisé qu’un autre s’il est plus éco-
nomique ou plus performant. La fonction Pr(Dy ,|H) est donc croissante en
R(k,n) et décroissante en Ppsr(k,n) et , (k,n). On pourra prendre:

Pr(Dk,n| :H’-) = Kf(k/n)g(PML(kan))h(a (kan))

ou f(R) est une fonction croissante, par exemple f(R) = R, g(P) est dé-
croissante, par exemple g(P) = 1 si P < 1073 et 0 sinon, h(, ) est décrois-
sante, par exemple h(,) = , 7% (z > 0), et la constante K est telle que
ka Pr(Dk7n| g{) =1

On définira alors kmax = maxk/ Pr(Dy n| H) > 0 et kmin = min(k/ Pr(Dy n| H) >
1/n) par exemple.

Je laisserai pour le moment intact ces degrés de liberté, car toute considéra-
tion plus avant sur la dimension ou la longueur porterait a caution ou dépend
du contexte précis de la détection.

1.3 Réduction de rang, NP-complétude du pro-
bleme

Nous avons vu que le critere du rang était trop sévere. Pour avoir une pro-
babilité de détection suffisante, il faut pouvoir tolérer, d’'une maniere ou d’une
autre, les erreurs de transmission. Par ailleurs, pour que cette tolérance n’aug-
mente pas démesurément la probabilité de fausse alarme, il faudra supposer,
non pas seulement que la matrice était de rang non plein avant transmission,
mais qu’elle était de rang au plus k42, Pour ke < n supposé connu.

On pourra alors décider que I’hypothese est juste s’il existe un sous-espace
vectoriel de dimension k.. tel que la somme des distances des mots recus
a ce sous-espace vectoriel est inférieur & un certain seuil. Nous étudions ici
spécifiquement ce probleme que nous appelons « Réduction de rang ».
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1.3.1 Notations et définition du probléme
Nous noterons rk(M) le rang d’une matrice M, et nous appellerons poids de

cette matrice et nous noterons wt(M) le nombre de ses coefficients non nuls.

Soient N et n deuz entiers positifs, et X une N X n-matrice binaire.
Soit k < rk(X) un entier positif. Le probléme de réduction de rang,
RR, peut s’énoncer ainsi:

RR(X, k) Trouwver une N Xn-matrice binaire E* de poids minimum,
et vérifiant: tk(X + E*) < k.

Si w est un entier, le probléme de décision associé a RR est:
DRR(X,k,w) Euxiste-t-il une N X n-matrice binaire E* vérifiant:

{ k(X + B*) <k
wi(E*) < w

1.3.2 Complexité

DRR est clairement dans la classe NP puisque, si la réponse & DRR(X, k,w)
est positive, étant donné une solution E* (comme certificat), on peut vérifier en
temps polynomial que rk(X + E*) < k et que wt(E*) < w.

Nous allons prouver que DRR est NP-complet en utilisant la NP-complétude
du probléeme de décision DDM associé & la distance minimale d’un code [Var97].

Soient n et k deux entiers positifs, k < n, G une k X n-matrice
binaire et soit w un entier.

DDM(G,w) Eziste-t-il ¢ € span(G), non nul, vérifiant wt(c) < w.
ot span(G) est le s.e.v engendré par les lignes de G.

Proposition 12 Soit n et k deux entiers, k < n. Soit G une k X n-matrice
binaire vérifiant rk(G) = k. On a alors: DDM(G,w)=DRR(G.k <1,w).
Démonstration: Supposons que la réponse & DRR(G, k &1,w) soit positive.

Soit alors (G - - - Gy) les lignes de G, et E* une matrice telle que:

k(G + E*) <kel
wi(E*) <w

Puisque k(G + E*) < tk(G), il existe (A1, -, A\x) € F¥ tels que:

et (Ef,---,E}, ) ses vecteurs lignes.

Zgzl Ai(Gi+ EF) =0
ici MG £ 0

donc Y5 N E* (: DO )\iGi) est un vecteur non nul de span(G).
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or wt(Zf:1 ME?) < wt(E*) < w, donc la réponse & DDM(G, w) est posi-
tive.

Si au contraire la réponse &4 DRR(G, k <1,w) est négative, nous savons
que:
VE tk(G+ E) <kel=wtE) >w

Soit alors ¢ = Ele AiG; un vecteur non nul de span(G), prouvons que
wt(e) > w:

Soit p € {1...k} tel que A\, # 0 et soit E la k xn-matrice dont la p ieme ligne
est égale & ¢ et dont les autres lignes sont nulles. On a Zle Xi(Gi+E;) =
c+zf:1 AiG; =0, donc rk(G+E) < k et par conséquent wt(c) = wt(E) >
w.

La réponse & DDM(G,w) est donc négative. O
Théoréme 10 DRR est NP-complet.

Démonstration: Nous avons vu que DDM peut se réduire & DRR si la matrice
est de rang plein. Supposons que nous ayons un algorithme résolvant DRR
en temps polynomial et soient (G, w) une instance du probleme DDM, et
G’ une matrice de rang plein telle que span(G') = span(G). Alors, en
résolvant, grace a notre algorithme, le probleme DRR(G', 1k(G) <1, w),
nous sommes en mesure de répondre en temps polynomial au probleme
DDM(G, w).

Un algorithme en temps polynomial résolvant DRR induit donc un al-
gorithme en temps polynomial résolvant DDM (de méme donc, puisque
DDM est NP-complet, pour tout probleme de la classe NP).

Ceci prouve (avec le fait que DRR est dans la classe NP) que DRR est
NP-complet. d

Conclusion

La premiere section a introduit les concepts de probabilité de fausse alarme
et de détection dont nous allons nous servir abondamment par la suite. Ils nous
ont permis de mesurer «I’insuffisance» du critere du rang, et seront utilisés a la
méme fin pour tout autre critere.

Nous avons vu ensuite une forme pratique & donner & la matrice X, qui
premttra, lors de la détection, de ne pas se poser la question de la synchro-
nisation. Cependant, nous oublierons ce détail dans la suite pour rendre plus
compréhensible nos propos.

Nous avons également défini kmin et kmax les valeurs minimales et maxi-
males de la dimension du code & détecter, s’il en est, ainsi que les probabilités
Pr(Dy, 5| H) pour que la longueur et la dimension de ’hypothétique code soient
respectivement n et k et Pr(D,,|H) = 2;11 Pr(Dy,n| H) la probabilité pour
quela longueur soit n. Nous y ferons plusieurs fois référence.
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Enfin, nous avons un nouveau venu dans la classe des problemes NP-complets,
le probleme de la réduction de rang, qui est directement lié & notre probleme.
Nous ne pourrons donc résoudre que les instances «faciles» de celui-ci, c.a.d.
qu’il sera nécessaire que le taux d’erreur binaire ne soit pas trop élevé ou que la
portion de train binaire considérée soit «propres.
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Chapitre 2

Détection et
reconnaissance: généralités

[...] il est de certaines sensations délicieuses dont
le vague n’exclut pas l'intensité; et il n’est pas de
pointe plus acérée que celle de I'Infini.

Charles Baudelaire

Rien de noble ne se fait sans hasard.
Michel de Montaigne (Essais 1.24)

J’entendrai des regards que vous croirez muets.
Jean Racine

Introduction: inconnu et hasard

Comme c’est souvent le cas en théorie de l'information, les généralités qui
seront traitées dans ce chapitre sont en rapport avec la notion de hasard. Les
inconnues seront modélisées par des variables aléatoires dont les lois statistiques
seront données.

Ainsi, on modélise une source d’information par des tirages successifs a pile
ou face dont le nombre mesure la quantité d’information ainsi produite; de méme
on modélise un canal par un additionneur de bruit, le bruit étant lui-méme un
processus aléatoire obéissant & certaines lois statistiques.

Si le décodage consiste & déterminer les bits qui ont été «choisis par le hasard»
de la source connaissant les statistiques du canal et les regles de codage, la
reconnaissance de code consiste quant a elle & déterminer les regles de codage
connaissant les statistiques du canal, de la source...

Pour ce probleme les sources de hasard sont donc plus nombreuses qu’habi-
tuellement. Nous allons considérer, en plus de la source et du canal, deux autres
sources de hasard. La premiere est ’émetteur: le train binaire intercepté est
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d’origine inconnue, I’émetteur est un émetteur aléatoire parmi ’ensemble des
émetteurs, les parametres de la transmission sont donc eux-mémes aléatoires,
et en particulier le code (en tant qu’élément de ’ensemble de tous les codes,
qu’objet combinatoire, qu’entité algébrique & part entiere) qui a été utilisé, les
mots de ce code (considérés individuellement, chacun pouvant étre défini comme
étant l'intersection de tous les codes qui le contiennent), et de méme les mots
de son code dual, c.a.d. les «relations de parité» qui doivent étre satisfaites par
la totalité des mots de code.

Une autre source de hasard que nous seront amenés a considérer est le
pseudo-aléa qui sera utilisé par les algorithmes que nous mettrons au point
et qui sera supposé étre un vrai aléa.

Les fruits (ou réalisations) de ces sources de hasard peuvent étre combinés
entre eux, d’'une maniére imposée ou choisie, ils peuvent étre observés sous un
angle particulier, imposé ou choisi également. Si nous associons des variables
aléatoires (VA) aux différentes sources de hasard, alors ces combinaisons ou ces
angles d’observation sont en quelque sorte des opérateurs s’appliquant aux VA.
Nous considererons leurs résultats comme des VA également, et nous aurons a
notre disposition des réalisations de ces dernieres.

Nous utiliserons alors le formalisme intuitif des probabilités: la probabilité
pour qu’une VA prenne une valeur donnée correspondra & la fréquence attendue
de cet évenement pour un nombre infini de réalisations identiques et indépen-
dantes et en supposant exact le modele statistique donné (pour les sources de ha-
sard). Ce formalisme met & notre disposition ’axiomatique intuitive bien connue
des probabilités que je ne rappellerai pas ici (je ne parle pas de la rigoureuse
théorie axiomatique des probabilités mais des regles de calcul, de dénombrement,
de prise en compte de conditions,... qui sont enseignées au lycée).

Nous verrons alors, en s’étant simplement donné ces quelques regles et en
ayant défini la nature des problemes de détection et de reconnaissance sans
rentrer dans le détail de problemes particuliers, qu’il est déja possible de définir
les principaux outils dont on se servira, et d’énoncer d’importants résultats.

Lorsqu’ensuite, nous considérerons un probléme particulier rentrant dans
une des catégories de problemes que nous allons définir dans ce chapitre, nous
pourrons utiliser directement ces résultats. Nous parviendrons ainsi & donner la
marche a suivre pour la détection et la reconnaissance de code.

2.1 Problemes de détection

2.1.1 Définition

Considérons un phénomene A : ) — Y (un algorithme, un canal... ou tout
phénomene, déterministe ou non), générant spontanément un element de Y. Et
considérons de méme ce que nous appellerons I’événement fortuit ) — Y, qui
est en quelque sorte la réunion de tous les phénomenes générant un element de
Y.

Supposons que 'on dispose d’un modele probabiliste décrivant de maniere
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pertinente le phénomene A et I’événement fortuit, c.a.d. permettant de calculer,
pour tout élément y de Y, la probabilité pour qu'un élément de YV généré par
la phénomene A soit égal & y et la probabilité, que nous noterons Pr(y), pour
qu’un élément de Y généré de maniere fortuite soit égal a y.

Etant donné un tel phénomene A, nous appellerons « algorithme de détection
associé a A », un algorithme dont le but est de décider, observant un élément
de Y, si le phénomene A est arrivé ou s’il s’agit d’'un évenement fortuit.

Dans notre probleme, le phénomene & détecter est l'utilisation d’un code
linéaire binaire pour transmettre un message a travers un canal. L’ensemble Y
est 'ensemble de tous les trains binaires. A consiste en la transmission d’un
message m quelconque a travers un canal donné apres encodage par un code
linéaire binaire C' quelconque et concaténation des mots de code obtenus.

Plus précisément, nous étudierons le cas d’un canal binaire symétrique de
probabilité de transition 7 connue (cas dur) et celui d’un canal & bruit blanc
gaussien additif de rapport signal & bruit & /NO connu (cas souple); et nous
supposerons que le code utilisé, s’il en est, I’a été a des fins de corrections d’erreur
(et est donc adapté au canal).

2.1.2 Critere de détection, probabilités de détection et de
fausse alarme

La réponse de l'algorithme de détection dépend uniquement de 1’élément de
Y qu’on lui donne & observer et qui aura donc & satisfaire un certain critere (dit
« critere de détection ») pour que la réponse soit positive.

Le critere de détection est généralement basé sur un couple (F, S) avec F' une
fonction de Y dans R et S un réel appelé « seuil ». L’algorithme de détection,
observant y € Y, décidera que A a eu lieu si F(y) > S.

Les probabilité de détection et de fausse alarme sont des outils servant &
évaluer Defficacité d’un algorithme de détection.

Définition 11 FEtant donné un phénomeéne A : ) — Y et un algorithme de
détection associé a A, nous appellerons probabilité de fausse alarme et note-
rons Prq la probabilité pour qu’un élément quelconque (fortuit) de Y satisfasse
le critére de détection. De méme, nous appellerons probabilité de détection et
noterons Py, la probabilité pour qu’une sortie de A satisfasse ce méme critére
de détection.

Bien siir, l’algorithme de détection est efficace si la probabilité de fausse
alarme est proche de zéro et la probabilité de détection proche de 1.

Ces probabilités varient simultanément lorsque ’on fait varier le seuil et sont
donc généralement reliées monotoniquement entre elles. En effet, si ’on veut une
tres faible probablité de fausse alarme, on définira un seuil tres haut, mais alors
la probabilité de détection sera elle méme faible. Inversement, si I’on veut une
probabilité de détection tres élevée, il faudra un seuil tres bas, mais alors la
probabilité de fausse alarme sera élevée.
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Fi1a. 2.1: Probabilité de détection en fonction de la probabilité de fausse alarme

En particulier, une probablité de fausse alarme égale & 0 correspond toujours
a un seuil si élevé que la probablité de détection vaut elle-méme 0 (I’algorithme
répond négativement quelle que soit son entrée). De méme, une probablité de
détection égale a 1 correspond généralement (si 'image de A est Y tout en-
tier, comme c’est souvent le cas lorsqu’un phénomene stochastique, tel un canal
bruité, entre en jeu dans le phénomene & détecter) & une probabilité de fausse
alarme elle-méme égale a 1.

En réglant le seuil, on choisit donc un compromis entre ces deux probabilités.
La figure 2.1 montre comment elles sont typiquement reliées entre elles. Ce
genre de courbe relie toujours les points (0,0) et (1,1). La seconde courbe, plus
« pointue » que la premiere, représente un critere de détection plus discriminant.

Pour un couple (Pyq, Pyet) donné, I;ifi est la pente de la droite reliant I’ori-

gine au point de la courbe déterminé pafr ce couple. Bien entendu, ce rapport
est en principe supérieur a 1.

Si l’on exprime Py en fonction de %f‘j , la fonction obtenue, de [1, co[ dans
]0,1], vaut 1 en 1, est décroissante, et tend vers 0. La décroissance est d’autant
plus lente que le critére est discriminant (ce qui constitue une caractérisation
de la notion de discriminance relative de deux criteres mathématiquement plus
correcte que la notion de courbe plus ou moins « pointue »).

2.1.3 Détection optimale

Essayons maintenant de voir ce que doit calculer la fonction F':
Appelons H I’hypothese selon laquelle A a bien eu lieu et considérons 1’élé-
ment observé comme une variable aléatoire: Pour tout y € Y, on note Pr(y) la
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probabilité d’observer y en dehors de toute hypothese et Pr(y| H) la probabi-
lité d’observer y si H est vraie (Dans le cas d’un ensemble ¥ non discret, on
considere de maniére similaire les densités de probabilité).

Soit () le sous-ensemble de Y contenant tous les éléments qui provoqueront
une réponse positive de la part de 'algorithme de détection. On a alors:

Pra = Z Pr(y)
yeQ

Pdet = Z Pr(y| :H’-)
yeN

(les sommes sont éventuellement & remplacer par des intégrales et les probabi-
lités par des densités de probabilité dans le cas d’ensembles non discrets)

Le probleme consiste & choisir la région 2 de manieére & optimiser simultané-
ment les deux probabilités. Or que 'on veuille maximiser Py.; pour une valeur
donnée de Py, ou minimiser Py, pour une valeur donnée de Py, la meilleure
stratégie consiste a intégrer dans ) les éléments y de Y tels que le rapport
P;,(f’(‘y‘(;c) soit supérieur a un certain seuil; la valeur de ce seuil étant choisie de
maniere & tomber sur celle des deux probabilités que I'on s’était donnée.

La fonction F' idéale calcule donc ce rapport et le seuil S est celui dont on
vient de parler.

Remarque 4 Si F' calcule le rapport Pll;(f(‘y‘(;c) et si le critére de détection est

F(y) > S, on a alors % > S, et en particulier Pp, <1/85.

Remarque 5 L’ensemble ) est décroissant (au sens de l'inclusion) par rapport
au seuil S et tend vers ’ensemble vide. Si 'on exprime Py en fonction de S,
on obtient donc une fonction décroissante, tendant vers 0. Tenant compte de la
remarque 4 et de ce qui est dit en fin de section précédente sur la discriminance,
cette décroissance est d’autant plus lente que le critére est discriminant, et peut
représenter une caractérisation de la discriminance.

Les probabilité de détection et de fausse alarme dépendant du seuil S, on
définira 3 et 7 les fonctions de R* dans R* telles que Pyey = B(S) et Py, =
7(S).

Soit P72%* la probabilité de fausse alarme maximale que I'on s’autorise, et
Pd"e‘f” un objectif que 'on aimerait atteindre pour la probabilité de détection.
Si g (ﬁ) > Pin | tout va bien, on pourra prendre S = ﬁ et 'objectif

fa fa
sera atteint. Si ca n’est pas le cas, on choisira le plus petit seuil S tel que
2(8) < Ppe.
Si Pon sait calculer 8(S) et non (S) et si I'on a g (ﬁ) < Pminon
fa
considerera que l’on a pour tout S, v(5) < @ et donc que le seuil S tel que

% = P}’;‘” convient. Il est inférieur a ﬁ, on améliore donc la situation,
fa
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mais I’objectif pour la probabilité de détection ne sera cependant pas forcément
atteint pour autant.

Si l’on ne sait calculer ni 3(S), ni y(5), ces considérations sont inutilisables.
Toutefois, il est assez fréquent dans ce cas, que les deux quantités E et V que
je définis plus bas, qui ne dépendent pas de S et qui permettent de faire des
considérations analogues, soient caculables.

Supposons que le critere soit F'(y) > S, que l'on ne sache pas calculer les
probabilités de détection et de fausse alarme sous-jacentes, mais que I’on sache
calculer:

B =Esp(F(y)|H) V= Var(F(y)| H)

SiE< ﬁ, alors le seuil S = ﬁ ne permettra probablement pas d’at-

fa fa
teindre une probabilité de détection satisfaisante. On a en effet:

1 1 1
g (anéam> Pr (F(y) 2> Bz | ﬂ-() Pr (F(y) <E > Pz SE| U‘f)

Et on pourra majorer la probabilité de détection en invoquant une inégalité
de Chebyshev.
Bien siir, tout couple (F”', S") tel que:

VyeY (F(y)>8)e (F'(y)>S5")

peut remplacer (F, S) et est méme préférable si F’ est moins coiiteuse & calculer.
Si 'on exige que ceci soit vérifié pour tout S, on a alors nécessairement
une fonction [ : RT™ — R™T strictement croissante telle que F’ = [ o F. Si
cette fonction est continue, elle est alors bijective et 'on a F = [~ o F' et
F(y) > S & F'(y) > 1(9).
Si l'on sait calculer E' = Esp(F'(y)| H) et V' = Var(F'(y)| H), et si E' <

l (ﬁ), on aura de méme que ci-dessus:
fa

1 1 1
B (P}Zm> =Pr (F’(y) > (PJP;‘”) |U{> =Pr (F’(y) SE' >1 (W) @E’)

Et U'on pourra de méme invoquer une inégalité de Chebyshev pour majorer
Pjet- On trouvera les inégalités de Chebyshev usuelles, leur démonstration et
leurs généralisations dans [Gal68], p. 126. Cela peut donner par exemple:

, £
¥S B(S) = Pr(Fw) 2 US)) <

VI

VS >IUTHE) B8 =PrF() &F 2US) ©F) < rer g

Soit alors B(S) (< 1) une majoration calculable de 3(S), on a Py, < @, et

I’on pourra choisir le seuil S tel que @ = P, qui est calculable et inférieur
1

P}'r:zaz .

a
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Nous verrons dans le prochain chapitre une application de la détection opti-
male. Elle permettra de détecter le type le plus simple de codage linéaire et de
reconnaitre la longueur et la synchronisation des mots de code.

2.1.4 Détection optimale sous contrainte de temps

Ains que nous le verrons dans le chapitre 3, nous pouvons appliquer un
critere de détection optimal pour la détection d’un type de codage donné, si
celui-ci est simple.

Pour la détection d’un code quelconque, ’hypothese a vérifier: « un code a
été utilisé » constitue une multitude (exponentielle en n?) d’hypotheses simples
du type « tel code a été utilisé ».

La situation peut se schématiser ainsi: on a cette fois:

A:0— A =Y

Et 'on désire détecter, sur observation de y € Y, le phénomene A o A’.

On dispose pour cela d’un modele probabiliste décrivant de maniere perti-
nente les phénomenes A, A’ et I’événement fortuit; c.a.d. que I’on est en mesure
(encore que cela ne soit pas si siir) de calculer pour tout C' € , et tout y € Y
les probabilités:

Pr(C|4),  Pr(ylC,A'),  Piy)

La probabilité Pr(y|A o A"), quant & elle, vaut:

Pr(y|Ao A') = 3 Pr(C|4) Pr(y|C, 4')
Cer

Mais faire cette sommation est hors de portée, et ’on ne connait pas d’autres

manieres d’évaluer cette probabilité. Le critere %,(4;3,4’) ne peut donc étre

appliqué.

Il parait alors raisonnable de dire que sous la contrainte du temps (d’une
puissance de calcul limité), on est forcé d’adopter une solution sous-optimale et
. , ) . Pr(y|A,A")
que la fonction que ’on calculera ne sera pas égale au ratio —Pr(y)
lement, cela signifie, si 'on appelle B : Y — W notre fonction calculable avec
la puissance de calcul impartie, que ’on rajoute un troisieme niveau au phéno-
mene a détecter: sur observation de w € W, on veut distinguer le phénomene

Ao A’ o B du phénomene B (évenement fortuit suivi de B).
Compte tenu de ces éléments, le critere optimal consiste & comparer & un
seuil la quantité:

... Formel-

Pr(w|A o A' o B) Pr(w|A o A' o B)

> yev Pr(y) Pr(wly,B) ~ Pr(w|B)

Par exemple, pour le critere du rang, vu précédemment, on avait B : Y —
{plein, non plein}, Q@ = {non plein}, et:

Pr(non plein|4 o A’ o B)
Pr(non plein)

n
142" CH(1+2)Y

i=1
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Pdet

(qui est égal a dans ce cas car  est de cardinal 1)

Mais nous avons vu que la probabilité de détection allait en général étre
trop faible. Nous allons voir dans la suite que, plutét que d’imposer hX? = 0, il
est plus intéressant de demander & hX? d’étre de poids faible. Et puisque nous
nous placons dans le cas (fréquent) ot le critere du rang a échoué, nous pourrons
supposer que X est de rang plein. Mais n’anticipons pas...

On attend donc de la fonction B: qu’elle soit calculable bien-siir, que le critere
%ﬁ;;m le soit également, et surtout qu’il donne lieu a des probabilités de

détection et de fausse alarme acceptables. Par ailleurs, nous aurons intérét, nous
allons voir pourquoi, & ce que cette fonction soit non déterministe.

Définition 12 On appelle fonction non déterministe toute fonction dont le ré-
sultat ne dépend pas seulement de son argument, mais également du tirage alé-
taoire (dont elle se charge) d’un certain nombre de bits. Elle pourra donc donner
des résultats différents lors d’appels successifs avec le méme argument.

Soit, pour tout w € W, les probabilités Py(w) = Pr(w|Ao A’ o B) et Py(w) =
Pr(w|B), et soit Q(S) 'ensemble {w € W/ ﬁd(z) > S}. Le critére de détection
consiste & répondre positivement si B(y) € Q(S). La probabilité de détection
vaut -, cq(s) Pa(w) et la probabilité de fausse alarme -, o ) Pr(w). Pour
tout S, si ces probabilités ne sont pas nulles, leur ratio est supérieur a S.

Il arrive cependant que pour les valeurs acceptables de ce ratio, la probabilité
de détection soit trop faible. Il est alors crucial que la fonction B soit non
déterministe (contrairement au rang par exemple) et que l'on puisse 'appeler
un grand nombre de fois, disons m, et pouvoir faire I’hypothese que les résultats
obtenus successivement soit distribués identiquement et indépendamment!. Le
critere consiste alors a répondre positivement si pour au moins x > 1 des m
appels, on a B(y) € Q(S5).

Les parametres & régler sont alors le nombre d’appels m et les seuils = et S.
Nous allons voir que ceci peut nous offrir le grand avantage de choisir librement
les probabilités de détection et de fausse alarme.

Appelons Py (S, m,x) et Pro(S,m,x) les probabilités de détection et de
fausse alarme associées & un nombre m d’appels de la fonction B avec détection
si et seulement si au moins z de ces m appels échouent dans I’ensemble (S). On
aen particulier Pae(S,1,1) = 3_ cq(s) Pa(w) €t Pra(S,1,1) = 32 cqs) Pr(w).
Nous noterons Pye:(S,1,1) = 8(S) et Pro(S,1,1) = ~(S).

Proposition 13 Si les sorties successives de lalgorithme B sont distribuées
identiquement et indépendamment, alors quels que soient PJ™ €]0,1], P €
10,1 et 1 <z < m, on a:

z—1
(Z (7)&5)%1 ep(s)" <1 @Péﬁt’”> = Paer(S,m, @) 2 PLLj"

i=0

1. « iidness »
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my1/z
<S = ((gjj);naz?fi)> = Pfﬂ(&m’x) < Pt

Démonstration: La probabilité Py.:(S, m, z) est la probabilité qu’au moins z
des m appels & B donne w € Q(S) si H est vraie. 1 & Pyet(S,m, ) est
donc la probabilité, si H est vraie, qu’au plus z <1 de ces appels donne
w € Q(S). On a donc, du fait de I'indépendance des itérations:

z—1

1 &Pyet(S,m,z) = Z <T’> B(S) (1 <p(S)™ !

i=0

Si cette quantité est inférieure & 1 <P on aura donc Pye:(S,m,z) >
et -

Par ailleurs, par la borne de ’'union, on a:
Pro(S,m,2) < (1;)7(5)“”

Et puisque v(S5) < @, on déduit la deuxieéme implication. O

On choisira donc S, m et x de maniére a ce que ces inégalités soient vérifiées,

et de maniere aussi & minimiser m qui déterminera le cotut de I’algorithme. Quelle

est alors la plus petite valeur de m telle que ces inégalités soient vérifiées?

Que doivent valoir z et S?7 Ces questions ne sont pas aussi simples qu’il n’y

parait. Les réponses dépendent de la fonction 3(S). On sera en général obligé de

calculer numériquement le nombre m minimal pour chaque valeur de z, jusqu’a

ce que ce nombre commence & augmenter avec x. Voici toujours, afin de mieux

appréhender les dépendances antagonistes qui sont en jeu, un calcul formel de
ce nombre pour z =1 et 2:

Corollaire 2

g = —In(1—PJim)
Pra™ Puet(S,m,1) > Pmin
B(S) >0 S TR
—In(1—Ppin) Pfa(S,m,l) <Pfa
m=——3w

Démonstration: Par application de la proposition pour = 1, on a:
(1&B(S)™ < 1 &PI™ = Pyet(S,m,1) > P"

5 mB(S)
- P}ZQI

= Po(S,m,1) < Plo

Or, si B(S) > 0, (1 &3(S))™ < e85 donc
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_ —In(1=Ppim) = Pdei(sama 1) > Pz?ebwfn
m= "5

{ﬂ(S) >0

Mais l'on a aussi dans ce cas mfB3(S) = ©ln(1 < Prin), il suffit donc de

prendre S = % pour avoir Pre(S,m,1) < PRt -

Corollaire 3

a©lna > In2 &ln(1 PR

a+1 .
s 1 5= 7m= _ [ Par(8,m,2) > P
B(S) >0 Ppo(S,m,2) < Pot

©n

Démonstration: Par application de la proposition pour z = 2, on a:

(1eB(9)™ +mB(S) (1 &B((S)™ ! < 1ePi" = Piey(S,m,2) > Piy"

m(m—1) S
gV o B(S)
/P}Zam

Or, si ’on note a = (m <1)5(S5) et si 'on suppose a > 1, on a:

(1B(8)™ +mB(S)(1eB((S)™ " = (1+a)(1eB(S5)" ! < (1+a)e " < 2ae”*

= Pjo(S,m,2) < Pmee

B8(S) > 0,a>1
Donc { a<lna > 1n2 <ln(1 @P&’e‘f”) = Pyet(S,m,2) > Pd"e‘fn.
m=1+ ﬁs)
. . 1 a-I-l Wﬁ(s)
Par ailleurs, puisque m <35 > \/m(m <1), on a 2 > —
V2P, VT

1
at3

il suffit donc de prendre S = o pour avoir Pr,(S,m,2) < P**. O

Je répete ici la remarque 5 de la section 2.1.3: La fonction 3(S) est décrois-
sante, et tend vers 0. La décroissance est d’autant plus lente que le critere est
discriminant.

La proposition 13 indique donc, mais cela se voit mieux sur ses corollaires,
que m pourra étre d’autant plus petit que le critere est discriminant.

Nous appliquerons ces résultats & la détection de code au chapitre 4, la
fonction B sera liée & la génération de mots h tels hX? soit de poids faible.
Les principes de la détection optimale sous contrainte de temps permettront de
dimensionner correctement les parametres des algorithmes de détection.
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2.2 Problemes de reconnaissance

Les problemes de reconnaissance ressemblent un peu aux problemes de dé-
tection mais ne peuvent toutefois se formaliser ni se traiter de la méme maniere.
Il faut souvent les aborder sous ’angle d’une «reconstruction», ou un candidat
se rapproche pas & pas de l'objet & reconnaitre.

Le phénomene considéré n’est plus A : ) — Y mais A : S — Y ou S est
I’ensemble des « sources » possibles du phénomene. Il ne s’agit plus de distinguer
A de ’évenement fortuit mais de reconnaitre, sur observation de y € Y, la source
s € S la plus vraisemblable, c.a.d. celle qui maximise Pr(s) Pr(y|s).

Par hypothese, on est assuré que A a eu lieu et le concept de fausse alarme
n’a pas lieu d’étre. Le danger a éviter est cette fois la mauvaise reconnaissance.

Contrairement aux problemes de détection qui ont beaucoup de points com-
muns entre eux, les différents problémes de reconnaissance se traitent spécifique-
ment et ’on n’a pas beaucoup de généralités & dire sur ce sujet. Nous parlons
ci-dessous des problemes de reconnaissance spécifiques qui nous intéressent.

2.2.1 Reconnaissance optimale

Pour une sortie y € Y donnée, la source s € S la plus vraisemblable est
celle qui maximise la quantité Pr(s) Pr(y|s). Nous allons au prochain chapitre
appliquer la reconnaissance optimale a la reconnaissance de longueur et de syn-
chronisation dans le cas d’un type de codage fort simple.

Il s’agira de trouver la longueur n et la synchronisation s qui maximise la
quantité Pr(n, s) Pr(y|n, s) que nous saurons calculer et il sera possible d’essayer
toutes les hypotheses de longueur et de synchronisation.

2.2.2 Reconnaissance sous contrainte de temps

Si le type de codage est inconnu et s’il s’agit de trouver la longueur n et la
synchronisation s qui maximise la quantité Pr(n, s) Pr(y|n, s), il sera possible
d’essayer toutes les hypotheses de longueur et de synchronisation, mais nous
verrons qu’il n’est en général pas envisageable de calculer, pour n et s don-
nés, la valeur exacte de Pr(y|n,s). Il s’agira donc de construire une fonction
f (pas nécessairement déterministe), que nous appellerons «estimation de vrai-
semblance», qui doit étre « aussi monotone que possible » en Pr(n, s) Pr(y|n, s)
afin de sélectionner ’hypothese la plus vraisemblable.

Pour la reconnaissance de code, on considerera que la longueur et la synchro-
nisation sont connues et il s’agit de trouver le code C' qui maximise Pr(C) Pr(y|C).
La difficulté cette fois est double: d’une part S, ’ensemble de tous les codes en-
visageables est en général trop grand (exponentiel en n?) pour étre parcouru
exhaustivement, et d’autre part, pour un code C' donné, la probabilité Pr(y|C)
est trop complexe & calculer exactement.

Il faudra donc cette fois construire un générateur d’hypotheses (du type « tel
code a été utilisé ») ayant de fortes chances de générer la bonne hypothese, en
plus d’une fonction f de type «estimation de vraisemblance».
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Conclusion

Nous savons maintenant ce que les algorithmes de détection doivent calculer.
Nous allons en mesurer ’utilité dans les deux prochains chapitres.

Nous verrons dans le prochain chapitre que la détection et la reconnaissance
optimale vont nous permettre de résoudre le probleme de manieére optimale si
on en simplifie ’énoncé.

Dans le suivant, ’énoncé général et la contrainte de temps rendront impos-
sible cette optimalité. Nous verrons alors qu’il faudra se fier & la sortie de sous-
routines pertinemment choisies. La notion de discriminance sera alors fonda-
mentale et nous aidera a faire ce choix. Et les principes de la détection optimale
sous contrainte de temps nous permettront d’exploiter au mieux les réponses de
ces sous-routines.

Les diverses considérations que nous avons faites seront indispensables pour
dimensionner correctement les parametres des différents algorithmes que nous
allons définir.
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Chapitre 3

Exemple de détection

optimale: Code de parité
[n,n-1]

La raison nous trompe plus souvent que la nature.
Marquis de Vauvenargues (Réflexions et maximes)

1l est curieux de constater - et la relativité n’est
pas la seule & nous le montrer - qu’a mesure que le
raisonnement progresse, il prétend de moins en moins
étre a méme de prouver.

Bertrand Russel (ABC de la relativité)

La foi du savant ne ressemble pas a celle que les
orthodoxes puisent dans le besoin de certitude. II ne
faut pas croire que 'amour de la vérité se confonde
avec celui de la certitude... Henri Poincaré

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un algorithme de détection lié a I’hypothese
que la transmission a été supportée par un code de parité [n,n <1] (on rajoute
un bit de parité & chaque (n <1)<uplets de bits d’information).

Nous supposerons tout d’abord que la longueur n de ’hypothétique codage
est connue, ainsi que la synchronisation, c.a.d. que ’on sait découper le train
binaire en mots qui, si I’hypothese est juste, sont des mots de code

Dans la section 3.3, p. 128, « Reconaissance de longueur et de synchronisa-
tion », nous abandonnons cette hypothese et étudions le nouveau probleme de
détection qui se pose.
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Les solutions qui sont proposées sont optimales dans les deux cas, si tant
est que 'on puisse parler d’optimalité lorsqu’est requise une connaissance par-
faite des diverses probabilités régissant les sources possibles du train binaire
et que cette connaissance ne peut qu’étre approximative (sans quoi d’ailleurs
le probleme de détection n’aurait pas lieu d’étre). Par ailleurs, les hypotheses
de travail que nous choisirons seront aussi générales que possible et des solu-
tions meilleures pourraient se présenter s’il s’agissait de traiter une plus grande
spécificité.

3.1 Cas dur

3.1.1 Principe de ’algorithme de détection

Les mots de code émis sont caractérisés par le fait que leur poids de Ham-
ming est pair. Il est vrai que cette parité peut étre modifiée par les erreurs de
transmission, mais il n’y a pas d’autre méthode de détection que de mesurer la
proportion de mots de poids pair ou impair parmi les mots de I’espace ambiant
que constituent les troncons de longueur n du train binaire intercepté.

L’algorithme décidera que l’hypothese est juste si la proportion de poids
impair est inférieure & un seuil donné, fonction des probabilités de détection et
de fausse alarme requises.

3.1.2 Variables aléatoires

L’hypothese a vérifier, que nous noterons H, est que les mots transmis sont
tous de poids pair. Nous supposerons que si 'hypothese est fausse, les mots
transmis sont absolument quelconques.

Nous considérons les trois variables aléatoires suivantes:

— Le mot de code transmis, élément (si H est vraie) de 'ensemble C' des
mots binaires de longueur n et de poids pair, est une variable aléatoire .
Par hypothese, la distribution est homogene, c.a.d. que tous les élément
de C ont la méme probabilité d’étre transmis:

Vee C Pr(y =c|H) =2'""

— L’erreur de transmission, mot binaire de longueur n, est une variable aléa-
toire 8§, dont la distribution de probabilité dépend du canal. Nous consi-
dérons un canal binaire symétrique, sans mémoire, et de probabilité de
transition 7, nous avons donc:

Ve € F} Pr(§ =e) = TWt(e)(l @T)nfwt(e)

— Le mot « regu », somme du mot de code transmis et de l’erreur de trans-
mission, est une variable aléatoire A. Nous noterons Ay le produit com-
binatoire de N variables aléatoires A, représenté par une N X n<matrice
binaire. Sa distribution de probabilité est définie par celle de v et 6.
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L’observation dont disposera 1’algorithme de détection pour prendre sa déci-
sion sera une réalisation X de la variable aléatoire Ay. On a vu dans le chapitre
précédent traitant des généralités sur les algorithmes de détection que le critere

de détection doit consister a comparer PrAx=X190 3 un seuil S.
PI‘(AN—X)

Nous allons voir dans la prochaine section que ceci revient précisément a
comparer la proportion de mots de poids impair parmi les mots recus a une
proportion seuil.

3.1.3 Calcul des probabilités

Nous noterons 1 le mot de ’espace ambiant composé uniquement de 1 (c.a.d.
le mot non nul du dual du code de parité), Xt la transposée d’une matrice X
et (x,y)(= xy?) le produit scalaire de deux vecteurs x et y.

Nous faisons référence ci-dessous au lemme 3, p. 99, et nous reprenons la
notation z = 1 &27.

Proposition 14 Si H est vraie, la probabilité pour que le poids de Hamming
d’un mot recu soit pair vaut:

_ 1 n
Pr((\, 1) = 0] H) = +2z
En labsence d’hypothése en revanche, on a:
. 1
Pr((\,1) =0) = 3

Démonstration: La deuxieme partie de la proposition est triviale. La premiere
partie se démontre de la maniére suivante:

Si H est vrai, le poids du mot transmis est pair. Le poids du mot regu
sera donc pair si et seulement si ’erreur de transmission est elle-méme de
poids pair, ce qui arrive avec une probabilité:

[n/2]

Z (;) 721 er)n
=0
La proposition se déduit donc du lemme 3, p. 99. g
Proposition 15
Pr(A = z| H) I
F» -1 1 (z,1) ,n
Vx € Fj Pr=a) + ()™ 2

Démonstration: En ’absence d’hypothese, les 2 mots de ’espace ambiant
sont equiprobables. On a donc Pr(A = z) = 27™. Sous I’hypothese H en
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revanche, on a:

Pr(A=z|H) = ZPr(’y =c)Pr(6 =z +¢)
ceC
= 2l=n Z Pr(6 =z +¢)
ceC
9l—n 142" : 1) =
l_nlfzn S% (l’, 7) 07 (31)
2 — S1 ((I], 1) =1
d

Corollaire 4

Pr(Ay = X| K 1 ezn) wHEXY

Démonstration: On suppose bien-siir que les mots successivement transmis
sont statistiquement indépendants et 1’on a alors en appelant X; ... Xy
les lignes de la matrice X:

Pr(Ay = X|H) 5 Pr(\ = X;| 50)

Pr(Ay = X) -1 Pr(A=Xi)

On déduit le corollaire du fait que wt(1.X?) représente le nombre de mots

de poids impair parmi les lignes de la matrice X. O

On a vu dans le chapitre traitant des généralités sur les algorithmes de

détection que le critere de détection devait consister & comparer W a

N=X)

un seuil S. Or on a bien-siir, compte tenu de la derniere proposition, quels que
soient S et X:

PI‘(AN = X| j‘f)

- Nlog(1 + 2") ©log S
> 1.XY <
Pr(An = X) > S < wi( )

~ log(1 + 27) ©log(l &2zn)

L’algorithme comparera donc, ainsi que I'on s’en doutait, la proportion de
mots de poids impair parmi les mots recus a une proportion seuil a préalable-
ment calculé et décidera que H est vraie en cas d’infériorité.

S
. _ 1 N

Remarquons que ce seuil vaut a = T < og(iF=7)—Tog(1=77) - Or

og zn

> 1, et donc a < % Par ailleurs, quel que soit le seuil S choisi,

— = pour N tendant vers I’infini.
1_iogE1 z g
og(l+zm

Pour minorer cette limite, il nous faut minorer log(1 <x). Enonceons donc
ce petit théoreme. La base du logarithme est la base naturelle.

—log(1—2")
log(142z7™)
« tend vers

Théoréme 11

zt

1—1 j

Jj=1
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Démonstration: Il est equivalent de démontrer que (1<2z)log(lez) > (1<

x) Z;;ll I]—J <:>I7 Soit f(x) et g(x) les membres de gauche et de droite

respectivement de cette inéquation. On a f(0) = g(0) = 0. Dérivons f et
g:
f(z) = ©log(l &) &1

- -1 . i1
g(x) =) —<e(len) E R e |
— J
Jj=1

.
|

=1 =1

Or, pour z €]0,1], il est bien connu que log(l < z) < @Z;;ll ’”T.j, on a
donc f'(z) > ¢'(z), donc f(x) > g(z). O

Corollaire 5 En majorant log(1 + 2™) par z", et en utilisant le théoréme pour
1 =2, on trouve que:

1 S 12" S 12"
log(1—2z™) 3.n
1@% 26352 2

Le critere de détection étant défini, on en déduit les probabilités de détection
et de fausse alarme:

Pyet(a,N) = Pr(wt(1.AL) < aN|H)

Pro(a,N) = Pr(wt(L.AY) <aN)
L’espérance de (1,)) est % en général, et 1_2zn si H est vraie. Les lignes A
de Ay étant identiques et indépendantes, la loi faible des grands nombres nous

indiquent que si 15— < a < 1 alors:

lim Pp.(a, N)=0 lim Pyet(a,N) =1
N—o00 N —o00
Ceci implique que, si ’on suppose que I’on n’est pas limité en temps de calcul
ni en nombre de mots recus (ce qui n’est bien sir pas le cas mais la remarque est
intéressante), on pourra faire tendre simultanément la probablité de détection
vers 1 et la probabilité de fausse alarme vers 0.
La proposition suivante et son corollaire offrent davantage de précision:

Proposition 16

alN
Piet(a, N) = 2N2<N> (1ez™) (142N

i

Pjo(a,N) = 2—szjé<]j>
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Corollaire 6 Si § = 1’;" et si B < a< %, alors il existe K1 <1 et Ky <1
tels que, pour tout N :

Pjo(a,N) < KV

p N a(l=p) KN
e a, > 1@7
et ) a<sp 2

Démonstration: On a:
alN
_ N

On en déduit ([MS77] p.310):

N
Ppoa, N) < (2f2()1)
ou H- est la fonction entropie:
Hy(z) = &z log, () (1 o) log, (1 &)
a < 1/2 donc Ha(a) < 1 et 2H2(2)=1 < 1 On peut donc prendre K; =

2M2(a)=1 pour obtenir la premiére partie du corollaire.

Par ailleurs:
alN

Pier(e, N) = 3 <Jj> Bi(1 &p)N—i

i=0
et ainsi que 1'on peut le vérifier dans [Gal68] (p. 530)

oN N : Nei a(lep) (N N (1—a)N
§<i>g(1@,@) 21@W<QN>,8 (1ep)!

Mais ([),) < 2V72(®) = (a%(1 ©a)!=*)~V, donc

R ——

Soit Ky = (£)*(3=2)'-*, on a In(K>) = aln(2) + (1 &a) In(:=2).
Mais (z #1 = In(z) < z 1) et a # 3, on a donc:

In(K>) < « <g @1) +(leaw) (% @1) =0

Donc K> < 1, et 'on obtient ainsi la deuxieme partie du corollaire. a

Quoi qu’il en soit, si PR est la probabilité de fausse alarme maximale
que l'on s’autorise, et étant donné N, on choisira le plus grand a tel que
Pio(a,N) < Pt On pourra alors juger de la grandeur de Pye¢(c, N) mais on
sera impuissant & I’augmenter.
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3.2 Cas souple

On pourra relire la section 3.1 pour se remémorer les notations et leur signi-
fication.

3.2.1 Variables aléatoires
Nous considérerons les variables aléatoires suivantes:

— le bit transmis, élément de F, sera représenté par une variable aléatoire
B. Il vaut 0 ou 1 avec une probabilité 1/2.

— Le mot transmis, élément (si 3 est vraie) de ’ensemble C' des mots binaires
de longueur n et de poids pair, est une variable aléatoire v. Par hypothese,
la distribution est homogene, c.a.d. que tous les élément de C ont la méme
probabilité d’étre transmis:

Vee O Pr(y=c|/H)=2"""

— Le bruit, nombre réel, que 'on a déja mentionné, est une variable aléatoire
continue € dont la densité de probabilité dépend du canal. Pour le canal
sans mémoire, & bruit blanc, gaussien et additif de densité monolatérale
N0/2, nous avons:

1 &
Ye € R p(e:e):mexp <<:>N—0>

— L’erreur de transmission, n<uplet de nombres réels, est le produit com-
binatoire de n variables aléatoires € représenté par la variable aléatoire 6.
Sa densité de probabilité est:

n 2
=14

Vd e R" p(5 = d) = (ﬂ-No)—n/2e_EiN—0

— Le signal « regu », nombre réel, somme du signal transmis (+ &) et du
bruit, est une variable aléatoire . Sa densité de probabilité est définie par
celles de g et €. C’est le réel qui est mesuré par le démodulateur.

— Le mot « regu », n<uplet de nombres réels, somme du mot transmis modulé
et de 'erreur de transmission, est une variable aléatoire A. Nous noterons
AN le produit combinatoire de N variables aléatoires A, représenté par
une N X n<matrice réelle. Sa densité de probabilité est définie par celle
de v et 6.

L’observation dont disposera 1’algorithme de détection pour prendre sa déci-
sion sera une réalisation L de la variable aléatoire Ay. On a vu dans le chapitre
précédent traitant des généralités sur les algorithmes de détection que le critere

de détection doit consister a comparer PrAx=L130 5 yn seuil S.
PI‘(AN—L)
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3.2.2 Calcul des probabilités

Pour b € Fy et a € R, nous noterons Pr(8 = bla = a) la probabilité pour
que le bit envoyé vaille b si le réel a est mesuré. Ainsi nous avons (les bits 0 ou
1 étant a priori équiprobable):

B 1 0
e e
Pr(ﬁ:0|a:a) = 3 7 = Tae
a— a —4a 2
67( Ni) + 67( }%) 1+ e w0 2COSh( ]\arg:)
—(at+&)? 1 —2a &
e NO e No
Pr(ﬂ:”a:a): 2 3 = el
—CE o CRE 11 oM 2cosh(%E)

Pour alléger les notations, nous définissons la quantité A = %. Ainsi, nous
avons:
alA efa/A

e Pr(f=1la=a) = 325070

Pr(f =0la =a) = 325070

Proposition 17 Pour tout n<uplets (ay .. .a,) de nombres réels, on a:
a:+né

exp (<:>—’ L ~o

pA=a1...a,) = N ) ﬁ cosh ( )

> ;4né
exp (@1]\,—0

pA=a1...an|H) = CORE )<ﬁcosh( )+Hs1nh( ))

Démonstration: Pour b € F, et a € R, la densité de probabilité de me-
1 (a=(=nb )2

surer a si b est émis vaut p(a = a|f = b) = —==e ~o =

_a%4ye?
L N—O)e(—l)ba/A
VaNO !

Dans le premier cas, les a; sont indépendants, donc p(A = a1 ...a,) =

H?:l pla = a;).

Mais p(a = a) = 3(p(al0) + p(all)) = #ﬂ)cosh (%), dot la
premiere formule.

Dans le second cas, en revanche, on a:

p(A=ay...a,|H) = ZPr(’y =c|H)p(A=ay...a,|y=¢)
ceC

=213 [ ple=ailB =)
ceCi=1

exp ( = lal+n82

Sl ) 5y ()

ceC i=1
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Or I, (e% + 6_%) = Ypery P (i, (€1)ai/A),
et I, (e oo ) = Dyepy (1) exp (T, (61)ai/A).

Donc, C étant composé des mots de poids pair, on a:

> exp (Z @1)%//1) _ I (% +e%) ;H?:1 (% o)

ceC
ex v Ciq;/A) n
et Lecc OXP (géjl( i/4) Hcosh ( ) + Hsmh ( )
On en déduit la seconde formule. O

Corollaire 7

o PA=a1.an|H)
Y(ay...a,) €R O —aray) 1+Htanh(A)

Corollaire 8 Pour toute N X n-matrice réelle L dont les coefficients sont notés
a;j (1<i<N,1<j<n)ona:

N

p(AN:L|g{) _ - (2%
SON=1) =1] 1+j1_[1tanh(7)

i=1

L’algorithme de détection recoit en entrée une matrice L = (a;;) comme
définie ci-dessus. Notre critere de détection, paramétrable par un réel S, est donc
défini par: Réponse affirmative si et seulement si Hfil (1 + H , tanh (a’ .1 )) >
S.

Les probabilités de fausse alarme et de détection valent alors:

N n
Pto(S) =Pr 14 [ tanh (%:2) | > 5
f 1;[1 ]1;[1 (A)
N
Par(S) = Pr | [[ 1+Htanh( ) > S| K
i=1

Le probléme est que ces probabilités sont difficiles & calculer ou & approximer
des que N dépasse quelques unités (il s’agit d’intégrales non simplfiables sur une
région de RY), et il faudra généralement choisir S de maniere semi-empirique.

Considérons cependant la fonction F'(L) = YN log (1 + [T}, tanh (% )),

c.a.d. le logarithme du critere. Et soient E’ I’espérance et V' la variance de F' si
JH est vraie. E'/N et V'/N sont clairement indépendants de IV et ne dépendent
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que de la longueur n et du rapport signal a bruit &? /NO. On pourra donc cal-
culer des abaques pour E'/N et V'/N, de maniére & avoir directement acces
(par interpolation et multiplication par N) & E' et V'. Pour tout seuil S > e?,
on pourra alors faire les majorations suivantes, issues d’inégalités de Chebyshev
(cf. par exemple [Gal68], p 126):

Pdet(S)Smin< b , v )2>

Si Pia® est la probabilité de fausse alarme maximale que I'on s’autorise, on
a )
. E' v’
mm( 10g(S) ’ (log(S)—E")2 ) — pmaz
S - * fa -

pourra alors choisir le seuil S tel que

3.3 Reconaissance de longueur et de synchroni-
sation

Les deux sections précédentes supposent que ’on connaisse la longueur de
I’hypothétique code de parité ainsi que la synchronisation (le début et la fin de
chaque hypothétique mot de code).

Tel peut étre le cas si par exemple une mise en trame est détectée auparavant
sur le train binaire. La détection de mise en trame n’est pas abordée dans
cette these mais il faut savoir que la plupart des protocoles de transmission
comprennent de nombreuses sophistications quant au format des trains binaires
devant transiter dans le canal, dont une utilité (parmi d’autres) est de permettre
de récupérer la synchronisation (le train binaire contient méme assez souvent
en préfixe des informations sur sa nature et sur son encodage).

Nous supposerons maintenant qu’il n’en est plus ainsi mais que plusieurs hy-
potheses différentes sont émises. Si ’on est siir d’avoir le train binaire en entier,
les longueurs de code possibles sont les diviseurs de la longueur du train binaire;
et pour chaque longueur, on aura une unique hypothése de synchronisation.

Si en revanche on ne dispose que d’une partie (connexe) du train, toutes les
longueurs sont théoriquement possibles. Sil’on a une extrémité de ce train (qu’il
s’agisse du premier ou du dernier bit), une seule hypothese de synchronisation
par longueur suffit. Dans le cas contraire, pour chaque longueur n, n hypotheses
de synchronisation sont nécessaires.

Selon les cas, on aura donc un certain nombre [ d’hypotheses Hj ... H; de
longueur et de synchronisation, chacune pouvant étre pondérée par une proba-
bilité a priori que nous noterons Pr(JH;|H) et que nous prendrons homogene
(égale & 1/1) par défaut. L’hypothese 3 consiste & dire que I'une de ces hy-
potheses est vraie. Si I'algorithme décide que H est vraie, il lui faudra ensuite
chercher laquelle de ces hypotheses est la plus probable. Il aura alors effectué ce
que l'on a appelé la reconnaissance de longueur et de synchronisation.
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3.3.1 Cas dur

Appelons X le train binaire effectivement intercepté (il ne s’agit plus d’une
matrice mais d’un vecteur) et A la variable aléatoire correspondante. Et pour
chaque hypothese H;, appelons n; la longueur de code correspondante, N; le
nombre de mots de code correspondant, X; la n; X N;-matrice extraite de X
comme préconisé par ’hypothese H; et A; la variable aléatoire correspondante.
On a alors, pour tout X:

l
Pr(A = X[3) =Y Pr(3;| ) Pr(A = X|3(;)

i=1

[
Pr(A = X|H) ZPfH|fHPr(A X|H;)

Pr(A = X) Pr(A = X)

Lorsque 'on extrait une matrice X; de X, un certain nombre de bits sont
laissés a part parce que n’entrant dans ancun mot de code entier. Nous suppo-
serons que ces bits sont indépendants et de probabilité 1/2 et I'on a dans ce cas
pour tout %:

PI‘(A = X) - PI‘(AZ = Xz)

X, ) ) o\ WH(1.X;)
Et l'on sait (Corollaire 4) que Pr}(,/r\(A_i)i)‘(‘(})c) = (14 zm)N (ﬁjn) L

Ce qui donne finalement:

Pr(A = X|H) ¢ e (Lzmi\ WX
Pr{A = X) _;Pr(mm)(uz) T

Et Valgorithme décidera que H est vraie si cette derniére expression est
supérieure & un seuil S paramétrable.

Pour trouver ensuite (en cas de décision positive) laquelle des hypotheses
H; est la plus probable, il suffit bien-sir de déterminer lequel des termes de la
somme apporte la plus forte contribution.

Qu’en est-il maintenant des probabilités de fausse alarme et de détection? Si

0(9) = {(@r ... @) € XL 0..N:}H/ T4, (36 96) (1 + 2m) ™ (};g:j)“” > s},

on a alors:

Pr(S)= ) Pr(Vie{l...l} wt(1.X})=w)

(w1...w1)EQ(S)

Pit(S)= > Pr(vie{l...l} wi(LX})=uwi|H)
(wl...wZ)EQ(S)

1. Le vecteur 1 est de longueur variable, et donc la notation incohérente. J'ai préféré cet
abus de notation ponctuel et guére problématique a une notation rigoureuse mais surchargée.
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Il est possible d’approximer ces probabilités grace a des hypotheses plus ou
moins abusives d’indépendance statistique entre les éléments constitutifs des
évenements a dénombrer. Je propose par exemple ’approximation ci-dessous:

l

Po(S) = > I Pr(wt(1.X)) = wi)
(w1..w)EQ(S) i=1

> ()

(w1..w1)EN(S) i=1

Q

4
Pii(S) =~ ZPr(ﬂfjm) > Pr(wt(IX)) =w;l3) [ Pr(wt(IX]) =w)

(w1 -..w1)EQ(S) 1<i<l,i#]

Q

[ [
Do) D (e 1+ M)V ] (Z) /2N

(wl...wl)EQ(S) i=1

Mais ’ensemble Q(S) est de taille exponentielle par rapport & [, le nombre
d’hypotheses, et les sommations seront donc difficilement réalisables. I sera
possible d’encadrer les quantités ci-dessus par d’autres quantités obtenues en
ajoutant ou en enlevant certains termes de la somme de maniere & obtenir des
sommes factorisables, et en corrigeant éventuellement les résultats obtenus (la
maniere dont on s’y prendra dépendra évidemment du nombre [ et de I'effort
que l’on est prét & consacrer au calcul du seuil S), mais observons déja ce qui
suit:

Soit F'(X) = log, (22:1 Pr(3; | H) (1 + zm) N (};i: )M), le logarithme

en base 2 du critere. Pour tout 4, on a:

: 1 &M
F'(X) > logy(Pr(H; | H)) + N;log, (1 + 2™) + w; log, (ﬁ)

On en déduit que quel que soit ¢

B Y Bsp(F'(A)] )

v

) 1&2™
log, (Pr(H; | H)) + N;log, (1 + 2™) + Esp(w;| H;) log, ( i )

1T+ zm

) 1 &2m 1™
log, (Pr(3H; | H)) + Nilog, (14 2™) + N; 2Z log, (1 n ;)

—  logy(Pr(36; | 30) + Ni (1 & H, (1 izn»

Ces formules sont intéressantes car, si S est le seuil choisi, la détection de
I’hypothese H; n’est réaliste que si E] > log,(S), ce dont on peut facilement
se rendre compte. On peut alors considérer ’ensemble {JH;;i € {1..l}/E} >
log,(S)} des hypotheses que l’on sera en mesure de détecter, et se dispenser des
calculs relatifs aux autres hypotheses. Ce faisant on diminue la probabilité de
fausse alarme, et ’on réévaluera éventuellement & la baisse le seuil S optimal.
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3.3.2 Cas souple

On appelle L = (a; ...ay,,) le train de nombres réels intercepté. Et pour
chaque hypothese H;, appelons n; la longueur de code, s; < n; le décalage
(nombre de bits & supprimer en début de train pour se synchroniser selon 1’hy-
pothese), N; le nombre de mots de code correspondant, L; la n; x N;-matrice
extraite de L en fonction de ces valeurs et A; la variable aléatoire correspon-
dante.

De méme que précédemment, on montre aisément que:

A LS{ : p(A; = Li] H;
( | ZPrS{H{ ((A_|L)>

Et en invoquant le corollaire 8, on obtient:

7(AEV_L|5H ZPer | H) H <1+Htanh( s+n’X 1)+k)>

Et Valgorithme décidera que H est vraie si cette derniére expression est
supérieure & un seuil S paramétrable.

Pour trouver ensuite (en cas de décision positive) laquelle des hypotheses
H; est la plus probable, il suffit bien-sir de déterminer lequel des termes de la
somme apporte la plus forte contribution.

Quant a la maitrise des probabilités de fausse alarme et de détection en
fonction de S, elle semble difficile et la méthode semi-empirique me parait cette
fois encore la mieux indiquée. On peut toutefois faire les observations suivantes:

Soit. F'(L) = log, (-, Pr(3 |90 TI)%, (1+ [T, tanh (20=0t0 ) ) )
le logarithme en base 2 du critere. Pour tout ¢, on a:

F'(L) > log,(Pr(3; | H)) Zlog <1+Htanh( SMHX 1)+k)>

On en déduit que quel que soit ¢

E Y Bsp(F'(A) %)

> log,(Pr(3(;| H)) + N; Esp (log (1 + H tanh (%)) |U—Cl>
k=1

L’espérance de log (1 + [],2, tanh (%)) sachant H; ne dépend que du rap-
port signal & bruit &7 /Ny et de la longueur n;. On pourra donc calculer des
abaques dont on pourra déduire E; par interpolation.

Si S est le seuil choisi, la détection de I’hypothese H; n’est réaliste que
si E} > log,(S). On pourra alors considérer I’ensemble {H;;i € {1...[}/E! >
log,(S)} des hypotheses que l’on sera en mesure de détecter, et se dispenser des
calculs relatifs aux autres hypotheses. Ce faisant on diminue la probabilité de
fausse alarme, et ’on réévaluera éventuellement & la baisse le seuil S optimal.
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Conclusion

Nous avons pu juger de 'utilité des différentes considérations du chapitre
précédent.

Faire de la détection et de la reconnaissance optimale en utilisant ou non
I'information souple, dans le cas d’un code de parité est & portée de calcul, il n’y
a donc aucune raison de s’en priver et nous pouvons considérer que ce probleme
est parfaitement résolu...

On peut, par cette étude, se rendre compte de la longueur maximale npyax(7),
au dela de laquelle, pour un taux d’erreur binaire 7 donné, la détection ne sera
pas possible.

Nous nous sommes servis de la relation de parité que doivent vérifier les mots
de code. Dans le cas général, les hypothétique mots de code doivent également
vérifier des relations de parité qui sont de poids supérieur a la distance dual.
On peut, connaissant la longueur n et la dimension k de ’hypothétique code,

approximer celle-ci par nH, *(R). Lorsque cette quantité est plus grande que la
Nmax(T)
H, ' (R)’

longueur npy,,x définie ci-dessus, donc lorsque n > il ne sera donc pas

possible de détecter le code.
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Chapitre 4

Cas général: détection
optimale et reconnaissance
sous contrainte de temps

La vérité scientifique n’arrive d’ordinaire au
grand nombre que lorsque elle a cessé d’étre vraie.
Jean Rostand (Pensées d’un biologiste)

Mon ami, la vérité vraie est toujours invraisem-
blable, Ie savez-vous? Pour rendre la vérité plus vrai-
semblable, il faut absolument y méler du mensonge.

Fédor Mikhail Dostoievski (Les Démons)

[...] je ne puis croire qu’a de I'invraisemblable. Car
le vraisemblable ne serait, selon toute vraisemblance,
qu’un produit humain.

Jean Guitton (Mon testament philosophique)

C’est entre ce qui est le plus semblable que I’ap-
parence fait les plus beaux mensonges; car c’est par-
dessus le plus petit abime qu’il est le plus difficile de
tendre un pont.

Friedrich Nietsche (Ainsi parlait Zarathoustra)

Introduction

Dans le chapitre précédent, la détection était basée sur ’analyse d’une re-
lation de parité unique et connue, le mot dual correspondant était 1: le mot
composé uniquement de 1.
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Cette fois, le code a détecter est inconnu. Si le train binaire est effectivement
issu d’un codeur linéaire binaire et si le détecteur a fait la bonne hypothese
quant a la synchronisation et la longueur, il faudra non seulement effectuer le
méme type d’analyse que précédemment sur les relations de parité vérifiées par
les mots de code, mais aussi et surtout débusquer ces relations de parité que
I’on ne connait pas d’avance.

La probabilité de détection sera donc d’autant plus élevée que ces relations
de parité sont nombreuses, c’est & dire que la dimension du code est faible. La
reconnaissance quant a elle sera basée sur une reconstruction d’une matrice de
parité du code grace justement aux relations de parité retrouvées; elle sera donc
au contraire d’autant plus difficile que la dimension du code de parité est élevée,
et celle du code faible.

Pour « débusquer » une relation de parité h, nous utiliserons le fait que hX?
doit étre de poids significativement inférieur & N/2. On produira donc grace
a un générateur de mots de poids faibles (section 4.1.2) un mot hX* de faible
poids.

La sortie de ce générateur constitue alors ’observation dont on dispose. Nous
verrons alors comment appliquer la théorie de la détection et de la reconnais-
sance optimales sous contrainte de temps & ce systeme.

Pour générer des mots de poids faibles, on choisira un algorithme non dé-
terministe de maniéere & pouvoir le relancer de nombreuses fois et obtenir des
résultats différents et si possible indépendants. Ainsi, si la probabilité de dé-
tection liée a la génération d’un seul mot est trop faible, il sera possible de
laugmenter en demandant & l'algorithme de générer non pas un mais m mots
et de décider que JH est vraie si au moins z (1 < x < m) de ceux-1a vérifient le
critere.

Nous avons vu en conclusion du chapitre précédent que la longueur de
code détectable (ou reconnaissable) était majorée, nous supposerons la longueur
maximale est telle qu’il soit possible de décoder de maniere quasi-optimal un
mot de cette longueur relativement & n’importe quel code (de cette longueur),
en temps raisonnable.

4.1 Générateur de candidats

4.1.1 Moments d’ordre supérieur

Le probleme de la détection de code a été abordé en 1996, dans le cadre
d’une these [Pla96], dans le cas de codes convolutifs, sous un angle différent de
celui-ci, moins algébrique, et adapté surtout au petite longueur de code.

Il s’agit d’une étude des moments du train binaire observé. Les concepts
classiques de spectre d’autocorrélation ou de densité spectrale de puissance par
exemple, qui sont sans doute déja présents & ’esprit du lecteur familier de trai-
tement du signal, y sont étudiés dans le détail.

Planquette montre que si les bits du train binaire avant encodage valaient 0
ou 1 avec la méme probabilité 1/2 (ce qui constitue 'une de nos hypothese de
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travail), alors le train binaire ne posséde ni corrélation spectrale ni spectre de
raies; et que dans ce cas, seule I’étude des moments d’ordres supérieurs pourra
éventuellement permettre de détecter le code.

Cette étude des moments d’ordres supérieurs est précisément équivalente,
pour les codes en bloc, a I’étude des poids des hX!;h € F} et au critere du
premier ordre que nous allons définir dans la suite. En revanche les criteres
d’ordres supérieurs (& ne pas confondre avec les moments d’ordres supérieurs qui
constitue la base du critere du premier ordre) que nous étudierons également
n’ont pas d’équivalents et s’averent bien mieux adaptés aux codes en bloc et
aux grandes longueurs.

4.1.2 Génération de moments de poids faible

Dans cette section, nous étudions un algorithme générateur de mots de poids
faibles parmi les éléments d’un code linéaire binaire.

Jattire ici lattention du lecteur sur le fait que nous cherchons des mots
de poids faible parmi les combinaisons linéaires des colonnes de X, c’est a dire
dans un code linéaire binaire de longueur N et de dimension n, généré par la
transposée de la matrice X, nous appellerons ces mots les moments. Ce code n’a
évidemment rien de commun avec le code que nous essayons de détecter mais
la confusion est si courante que ce rappel ne sera peut-étre pas superflu.

La distribution des poids dans un code est en général difficile a calculer exac-
tement et dans les applications pratiques, on se contente d’une regle empirique
et approximative: « Si A; est le nombre de mots de poids ¢ dans un [N, n]<code
binaire, les nombres % sont distribués suivant une loi bindmiale de parametres
(,N). » Pour mesurer la différence entre cette distribution approximative et
la distribution réelle, on pourra se référer a [Sol93]; mais dans le cas qui nous
intéresse la loi binomiale nous offre un modele parfaitement satisfaisant.

Définition 13 Pour tout couple (A, B) d’entiers, nous appelons loi binémiale
sur Uintervalle {A ... B}, la loi:

{A...B} — ]0,1]

(=)

w 2B—A

J’appelle « générateur de mots » un algorithme qui, étant donnée une matrice
génératrice d’un code linéaire binaire, donne un mot quelconque (aléatoire) élé-
ment de ce code. Les poids des mots ainsi générés obéissent & une loi binomiale
sur l'intervalle allant de 0 a la longueur du code.

Un générateur de mots de poids faible est un générateur de mots tel que la
distribution des poids obtenus est décalée vers les poids plus faibles (la méta-
phore du « filtre passe-bas » en donne une bonne approche).

La recherche d’un mot de poids minimal dans un code est un probleme réputé
difficile (NP-dur). Notre probleme est de générer des mots non pas de poids
minimal mais de poids faible. Ces deux probleémes sont liés de maniere évidente
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mais avant tout parce que les algorithmes les plus performants recherchant un
mot de poids minimal s’appuient sur un générateur de mots de poids faible qui
doit étre aussi rapide et aussi « filtrant » que possible (ces deux caractéristiques
étant bien-siir antagonistes, un compromis optimal doit étre trouvé).

C’est pour cette raison que 1’étude des algorithmes de recherche de mots
de poids minimal dans un code (comme en particulier la lecture des travaux
d’Anne Canteaut et de Florent Chabaud [CC98]) m’a fourni tous les éléments
pour construire un bon générateur de moments de poids faible.

Le générateur retenu utilise une diagonalisation selon un ensemble d’infor-
mation choisi aléatoirement et calcule ’ensemble des mots de poids au plus p
dans un code poinconné de support contenant cet ensemble d’information.

On se réferera a la partie « Décodage », et aux sections 2.1.4, p. 43, et 2.3.2,
p. 54, pour une étude de I’algorithme plus précise (implémentation, coits...) que
les paragraphes qui suivent ou pour une justification de certains résultats que
j’y énonce.

Je rappelle que 'on a affaire & un [N, n]<eode. Lalgorihme choisit (aléatoi-
rement) un ordre sur les N positions, puis diagonalise selon cet ordre (ou plutot
met sous la forme dite « échelon ») la matrice X?.

Les n lignes de la matrice obtenue fournissent déja des moments de poids
faible puisque ’on impose & n <1 positions de valoir 0, & une seule de valoir
1 et que les N <n autres positions ont une chance sur deux de valoir 0 ou 1
(on obtient donc pour le poids de ces moments une loi binémiale sur 'intervalle
{1...N &n +1}). Mais l’on va les filtrer un peu plus avant en utilisant un code
poinconné de longueur s (n < s < N).

L’algorithme choisit donc s <n positions au hasard en dehors de la diago-
nale. Soit alors X, le code engendré par la matrice X! en la poinconnant en
N & s positions de maniére & ce que le support restant contienne I’ensemble
d’information et les s <n positions choisies, et soit Hs une (s <n) x s-matrice
de parité de ce code.

Il sépare alors le support en deux parties de méme taille s/2 puis géneére
et stocke dans deux tableaux (un tableau pour chacune des deux parties) les
demi-moments m (de support inclus dans la partie en cours de traitement) de
poids au plus p/2 ainsi que leur « syndrome partiel » o = Hym?.

Cela étant fait, il parcourt alors les tableaux a la recherche des syndromes
partiels o tels qu’au moins deux demi-moments m et m' (un pour chaque partie)
admettent ce syndrome partiel. On a alors, pour tous les couples (m, m') trouvés,
Hy(m +m')t =0, ce qui signifie que m +m' appartient au code poingonné X.

On réencode alors les moments m + m’ grace & la matrice X! diagonalisée,
les moments obtenus constituent des moments de poids faible. En effet, ils sont
de poids au plus p sur le support de longueur s et de poids en moyenne N2_5
sur son complémentaire. Leur poids est distribué selon une loi binémiale sur
l'intervalle {p...N &s + p}.

L’utilisation du code poingonné sert d’une part & filtrer davantage les mo-
ments (pour que la distribution binémiale sur {p...N <s + p} soit plus intéres-
sante que celle sur {1... N <n + 1} obtenue par simple diagonalisation, il faut

que p < 1+ 257), et d’autre part & en obtenir un plus grand nombre & chaque
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itération (diminuant le coiit moyen par moment généré).

: _ p/2 (s/2 . s
Si, (s,p) = Y05 (%) est le nombre de « demi-moments » générés sur
chaque moitié de support, le nombre moyen de moments complets ainsi générés

I'(s,p)? o Y
est %, et le cout moyen de la génération de ces moments, en dehors de la

diagonalisation, est:

(s &n) + Mp(N &)

2, (s,p) g—n

N3

Quant & la diagonalisation (la matrice H se déduisant trés simplement de la
matrice X! diagonalisée, son calcul ne coiite pour ainsi dire rien), elle coiite en
p 2(N-n)? & . .
moyenne (cf. Décodage 2.2.4, p. 50) % Si on impose aux ensembles d’in-
formation successivement choisis de ne différer entre eux que par une position,
. . . ~ n(N—n)
alors la diagonalisation ne cotlite que ———.

Le coit moyen par moment généré est donc:

p(s©n)2s~"  p?(N &n)?28n
2’ (S7p) 2N7 (S7p)2

Nous verrons sur les exemples du chapitre 4.3 comment calculer les para-
metres s et p optimaux.

p(N <s) +

(4.1)

4.2 Criteres

Supposons donc que l'on ait un algorithme B, prenant en entrée la matrice
X, utilisant le générateur de moments de poids faible, et générant une sortie
w e W =1Im(B).

Une partie des mots h et des moments hX? qui auront été générés pen-
dant l’execution de l’algorithme B figurera sans doute, sous une forme ou
sous une autre, dans la sortie de celui-ci. Sans perte de généralités, on peut
donc considérer que W est de la forme (FS X Fév)r x W', c.a.d. qu’il existe
r > 1 tel qu’une partie de la sortie de B consiste en un r <uplet de couples
(hi,h1 X?)...(hp, hp X?), le reste étant un élément d’un certain ensemble W'

La détection requierera une estimation de:

Pr(B(An) = w|H)
PI‘(B(AN) = w)

La reconnaissance de longueur et de synchronisation cherchera quant a elle:
argmax;_;_;(Pr(H; | H) Pr(B;(An) = w;| 3H;))

(ot H;y ... 3, sont les différentes hypotheses de longueur et de synchronisation,

B, ...B, les algorithmes «B» adaptés a ces hypotheses, et w;...w; leurs sorties)
L’étude de ces deux quantités demande certes la connaissance précise de

l’algorithme B, mais de part la stratégie adoptée et la forme de w € W, on
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peut s’attendre & ce qu’elles soient reliées a des quantités du type Pr(Ay =
X|{hy...h,} C Ct).

Par ailleurs la reconnaissance de code doit trouver hi...h,_; indépendants
qui maximisent l'estimation de Pr(Ay = X|{hi...hn_1} C Ct) qui est égale-
ment du type mentionné.

Cette section fait précisément 1’étude de ces quantités, indépendamment
de tout algorithme de détection ou de reconnaissance, lesquels feront l'objet
d’autres sections qui se rapporteront & celles-ci.

4.2.1 Notations et remarques

Distinguons donc I’hypothése faible H; selon laquelle la matrice était de
rang non plein avant transmission et addition de ’erreur, et I’hypothese forte
JH(h), définie pour tout mot h € F¥, selon laquelle les lignes de la matrice
vérifiaient toutes, avant transmission, la relation de parité définie par h (ce qui
est equivalent & h € C'*).

Nous noterons h' ’ensemble (hyperplan) des mots de F} vérifiant cette
relation.

De méme, nous définissons ’hypothese faible 3, selon laquelle la matrice
était de rang au plus n <7, et pour tout r<uplet (hy ... h,) de mots linéaire-
ment indépendants, ’hypothese forte H(h; ... h,) selon laquelle les lignes de la
matrice vérifiaient toutes, avant transmission, chacune des relations de parité
définies par hy ...h, (ce qui signifie en particulier que ’hypothétique code est
de dimension au plus n <r).

Nous noterons (h; ... h,)* 'ensemble des mots de F} vérifiant ces relations,
et (hi...h,) Pensemble des combinaisons linéaires de hy ... h,.

On a évidemment 1’équivalence pour tout r > 0:

H, < 3hy...h. € FY  H(hy...h,)

Remarque 6 Notons que quel que soit le r-uplet hy...h,, on a bien-sir:

Pr(Ay = X|H)
PI‘(AN = X)

PI‘(AN = X|f}f(h1 .. hr))
Pr(AN = X)

> Pr(H(hy ... hy)| H)

Ci-dessous, nous étudions Pr(H(hy ...h,)|H), nous allons voir que cette

probabilité est tres petite (inférieure @ 27"%). Mais nous verrons également dans
PI‘(AN:Xl j‘((hlhr))
PI‘(AN:X)

un certain a > 0 et peut prendre le dessus pour N > %

On pourrait démontrer que si H est vraie et qu’un code de dimension k est
utilisé pour transmettre un train binaire infini, si H(hy ... hp—y) est vraie et si
pour tout N, Xn est la matrice des N premiers mots re¢us, alors:

la suite que le ratio est quant & lui supérieur & 2°™Y pour

lim PI‘(AN = XN|%)

=1
N —oo Pr(ﬂ-{(hl AN hn—k)| g‘f) PI‘(AN = XN| g‘f(hl Ce hn—k))
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Essayons dés maintenant d’évaluer Pr(H(h; ...k, )| H). Il s’agit de la pro-
babilité pour que le code dual de I’hypothétique code a détecter contienne les
vecteurs hj...h,. Nous supposerons que tous les codes de longueur et de dimen-
sion données sont équiprobables.

Si Dy, désigne toujours I’hypotheése selon laquelle la dimension du code vaut
k et sa longueur n, nous avons:

Pr(H(hy ... 7)) H) = i Pr(Dp.n| 5) Pr(H(hy .. )| Di)
k=1

On se réferera & la section 1.2.2, p. 101, pour les valeurs de Pr(Dj, ,,| H).

Proposition 18

r—1

Pr(H(ha ... hy)|Din) = [[

2n—k—i¢$1

: < 27Tk
2n—t &l ( )

Démonstration: Par équiprobabilité Pr(H(hy ... h,)|Dgxn), qui est la proba-
bilité pour que C* contienne h;...h, sachant que C est de dimension k, est
la probabilité pour qu’un sous espace vectoriel de F} de dimension n <k
contienne r mots indépendants donnés et est égale au rapport du nombre
de tels sous-espace vectoriels au nombre total de sous espace vectoriels de
F3 de dimension n <k.

Tout sous-espace vectoriel de dimension n <k se représente de maniere
unique par une (n <k) X n-matrice si on impose & celle c¢i d’étre par
exemple sous forme échelon (systématique le « plus & gauche possible », sur
Pensemble d’information minimal pour ’ordre lexicographique). Appelons
G l'ensemble de ces matrices que I'on ne peut systématiser davantage vers
la gauche selon cet ordre. G est donc en bijection avec l’ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension n <k.

Par ailleurs, soit R I’ensemble des (n <k) X (n <k)-matrice de rang n <&k
et N l'ensemble des (n < k) x n-matrice de rang n <k. Le produit d’un
élément de R par un élément de G donne un élément de N, et inversement
la diagonalisation d’un élément de N donne un élément de G et un élément
de R. Une bijection existe donc entre G x R et N.

On pourra vérifier dans [LN83], p. 455 que le nombre de u X v-matrice
binaire (v < wv) de rang u est H;‘;&(T’ &20).

On en déduit que le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension n <k,
L 1s N
égal a %, vaut:
n—k—1
2" &2°
H 2n—k <:>21,
=0
Remarque 7 Par involution de la dualité, ce nombre est évidemment
7 \ . . . . k—1 9n _oi
égal a celui des sous-espaces vectoriels de dimension k, c.a.d. [[,_, 3,_;
(méme s’il n’est pas trivial a priori que ces deux formules soient égales).
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De méme, tout sous-espace vectoriel de dimension n<k contenant r < n<k
mots hi...h, indépendants donnés se représente de maniere unique par le
produit du sous-espace vectoriel engendré par h;...h, et d’un sous-espace
vectoriel de dimension n <k <r si on impose aux éléments de celui-ci
d’étre nuls sur un ensemble d’information donné du premier.

En répétant ’argumentation de la premiere partie de cette démonstration,
on trouve que le nombre de ces sous-espaces vectoriels est le rapport du
nombre de (n &k ©r) X (n ©r)-matrices de rang n <k <r par le nombre
de (n &k &r) x (n &k ©r)-matrices de rang n <k <r, soit:

n—k—r—1 gn—r @21
II 2n—k—r¢$2i
=0
Le rapport de cette deuxiéme quantité par la premiere, qui est la proba-
bilité recherchée, vaut:

n—k—r—1 2n-r_9¢ r—1 on_k ;

Hi:(] on—k—r_91 2n k <:>21

Hr—l 2m — 21 Hn—k—l gn—r_gi-r H N 91
i=0 2n—k_27 llj=p 2n—k-r_2i-r =0

Et en divisant haut et bas par 2%, on parvient & la formule de la proposition.
O

4.2.2 Cas dur

Proposition 19 Pour tout mot de l’espace ambiant x, tout teuzr d’erreur bi-
naire T et tout mot de lespace ambiant h, on a (avec z =127):

Pr(A=z)=2""
Pr(\ = 2| H(h)) = 27" (1 n (©1)<h,z>zwt<h>)

Démonstration: En ’absence d’hypothese, les 2 mots de ’espace ambiant
sont equiprobables. On a donc Pr(\ = ) = 27", Sous ’hypothese H(h)
en revanche, seuls les 2" ~! mots ¢ de h' (tels que (h,c) = 0) ont pu étre
transmis. On a donc:

Pr(A = z| H(h))

Z Pr(y=¢)Pr(6 =z +¢)
ceht
= 2=n Z Pr(6 =z +¢)

cEhL

Mais (3c € h* § = 2+ ¢) & ((h,8) = (h,2)), donc 3 ., Pr(6 =
z + ¢) = Pr((h,6) = (h,z)). Supposons (h,z) = 1, Pr({(h,8) = 1) est la
probablité pour qu’il y ait un nombre impair d’erreur sur le support de h,
soit (cf. Lemme 3) 1_%(}0 De méme Pr((h,6) =0) = 14—;:7;”“0

Par conséquent Pr(A = 2| H(h)) = 27" (1 + (&1)z) zwt () O
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Corollaire 9 Pour toute matrice X, tout tauz d’erreur binaire T et tout mot
de l’espace ambiant h, on a (avec z =1 27):

Pr(Ay = X)=2""N

wt(hX?)

N wit(h)
Pr(Ay = X|H(h)) =2""N (1 + th(h)) (1 b )

1 4 zwt(h)

On s’attend donc a ce que les criteres du premier ordre soient liés de ma-
nieére monotone & cette quantité. Nous étudions un algorithme pour lequel nous
définissons un tel critere en section 4.3. Or, on a bien-sir:

VSeR vwe{l...n} 3S(w)e{0...N+1} VW e{0...N}

1&2v
1+ zw

w
(1+z“’)N< ) > 8 =W < S(w)
Un algorithme (du premier ordre) commencera donc par stocker les va-

leurs adéquates pour S(w) (w = 1...n), puis cherchera des mots h tels que
wi(hX?) < S(wt(h)).

Remarque 8 L'espérance de (h,\) est 3 en général, et EE oY H(h) est
vraie. Les lignes A de Ay étant identiques et indépendantes, la loi faible des

. . . M
grands nombres nous indiquent que si * 5— <a< % alors:

AJim Pr(wt(hAY) < aN) =0, Jim Pr(wt(hAY) < aN|H(h)) =1

Ceci implique que, si l’on suppose que [’on n’est pas limité en temps de calcul
ni en nombre de mots recus (ce qui n’est bien sir pas le cas mais la remarque
est intéressante), on pourra obtenir quelque certitude quant o [’appartenance
de certains mots h au code dual de Uhypothétique code. En particulier, si l'on
trouve que H(h) est vraie avec quasi-certitude, alors bien-sir H est vraie avec
au moins la méme certitude.

Si l'on désire davantage de précision, on pourra se référer a la démonstration
du corollaire 6, p. 124 pour montrer que:

Pour tout h € F%, soient 8 = 1_;";”“0
M2 ()1 op ) = (Bya(1=Byl-a op g
o ’

l-«

, a vérifiant B < a < %, K, =

0< Ky <1, 0< Ky <1,
et pour tout N:

Pr(wt(hAY) < aN)

IN

K

Pr(wt(hAly) < aN|H(h) > 1@%1{5
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Un générateur de moments de poids faible géneérera par conséquent une part
de moments correspondant a des mots du dual d’autant plus importante que
son pouvoir filtrant est élevé.

Sur la figure 4.1, les couples de poids (wt(h), wt(hX?)) généré par un algo-
rithme du type décrit en section 4.1.2 sont tracés. La figure illustre la séparation
qui existe entre des couples (wt(h), wt(hX?)) correspondant & des mots h quel-
conques ou des mots h appartenant au dual.

Les niveaux de gris sont proportionnels au nombre d’occurrences obtenues
pour un couple donné. Lorsque le taux d’erreurs binaires augmente, on est obligé
d’augmenter NV pour que les deux catégories de couples soient séparées. Mais
lorsque N augmente, le pouvoir filtrant du générateur de moments de poids
faible diminue, et le nombre de couples appartenant a la catégorie des mots
du dual devient négligeable devant le nombre des mots quelconques (pour la
troisieme figure, il m’a fallu réhausser les niveaux de gris de la catégorie des
mots du dual).

La matrice X que ’on recoit, si elle était de rang non plein avant addition
de Derreur, semble donc se distinguer d’une matrice aléatoire par le fait que
le sous-espace-vectoriel de FY engendré par X* contient des mots de poids
anormalement faible.

Si ’on parvient & séparer ainsi les deux catégories de couples, un critére
du premier ordre permettra de distinguer les deux catégories de mots et sera
suffisant pour la détection et la reconnaissance. Si au contraire, le taux d’erreur
binaire et le nombre N de mots recus sont tels que la séparation est ambigiie, il
faudra un critere plus discriminant.

Si 'on fait 'hypotheése plus forte que la matrice X était de rang au plus
n<r (r > 1) avant addition de lerreur, elle doit vérifier la propriété suivante: le
sous-espace-vectoriel de F5 engendré par X* contient lui-méme un sous-espace-
vectoriel (de dimension 7) composé de mots de poids anormalement faibles. Un
critere d’ordre r consiste a mesurer I’ampleur de cette propriété, qui est bien-siir
beaucoup plus forte que la propriété considérée par un critere du premier ordre.

Il calculera une fonction d’un sous-espace vectoriel (hi...h,) donné. Cette
fonction dépend de I’algorithme précis qui est utilisé pour générer ce sous-espace
vectoriel, mais sera généralement liée a la probabilité Pr(Ay = X|H(hy...h,))
que nous calculons dans cette section.

Proposition 20 Pour tout mot de l’espace ambiant x, tout tauz d’erreur bi-
hq
naire T et toute r X n matrice H = | : |, on a (avec z =127):
i
Pr(A =z|H(hi ... hy)) = 27" Y (1) Brtl) w5
BEFj

Démonstration: La démonstration la plus concise de ce résultat se base sur
une identité de MacWilliams & propos des « énumérateurs exacts » (cf.
[MS77], Théoreme 14, p. 147). Je I’énonce ci-apres, adaptée au cas binaire.
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Fic. 4.1: Constellations des couples de poids (wt(h), wt(hX?")) obtenu par l’al-

gorithme du premier ordre pour un [64,34]-code
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Lemme 4 Soitt = ((t10,t11), (t20,821) - - - (tno, tn1)) un nsuplet de couple
de variables. On définit I’énumérateur exact associé a t d’un code C sur
F3 comme étant:

t
Y =3 tintouy -t -
ueC

Le théoréme de MacWilliams pour l'énumérateur exact affirme que:

(t')
e _ ou
e

avec thy =tio +t; ettty =t Sty ((=1...n).

D’apres I’hypothese H(hy ... h,), seuls les mots de (hy ... h,)" ont pu étre
transmis. On a donc:

Pr(A=z|H(hy...hy)) = Z Pr(y=¢)Pr(6 =z +¢)
C€<h1...h7‘>J‘
= 2" Z Pr(6=z+c¢)
CE(hl...hr)J‘
— 9r—n Z th(aﬁ-c)(l <:M_)n—wt(aﬁ-c)
CE(hl...hr)J‘
- <h1 -hr‘)l
1T six; =0, T sixz; =0,
avec t;g = . et t;1 = . .
T six; = ler sixz; =1.

Afin d’appliquer le lemme, nous définissons donc tfy = tjo +ti1 = 1 et

z siz; =0

th = tio &ty = . Et si (h1...h,) représente le code

&z osiz; =1
engendré par hy ...h,, on a:
Pr(A=z|H(hy ... b)) = 27"EG)

— 9n Z (<:>1)(c,m)zwt(c)
CE<h1...h7->

9—n Z (<:>1)(BH,z>zwt(BH)
BEF}

Et (BH,z) = BHx! = (B, zH?"). La proposition en découle. O

Corollaire 10 Sid = min g, 4,1 WH(z + ¢), alors:

Z (<:>1)(B,zHi)zwt(BH) > 2r7_d(1 <:M_)n—d
BeF;
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Démonstration: Cela provient du fait, mentionné dans la démonstration pré-
cédente, que:

Pr(A = 2| H(hy ... hy)) =277 3 (1) el B

BEF}
— gr—n Z th(z+c)(1 <:>7_)n—wt(alr:+c)
CE(hl...hr)J-
O
T
Corollaire 11 Pour toute matrice X = |, tout tauzx d’erreur binaire T et
N
ha
toute r x n matrice H = | : |, on a (avec z =1&27):
hy
N
Pr(Ay = X|H(hy...hy)) =2""N ][ D (e1)BomitlpwiBH)
i=1 BEF]

Un critére d’ordre r consistera souvent & comparer une fonction croissante de
cette derniére quantité & un seuil et & répondre positivement en cas de supério-
rité. C’est pourquoi, il pourra parfois suffire d’utiliser directement cette quantité
sans faire I’étude des probabilités réelles sous-jacentes a la maniere dont on gé-
nere des candidats. En général, cependant, cette étude est indispensable au bon
dimensionnement des seuils et autres parametres des algorithmes mis au point.

4.2.3 Cas souple

Nous nous plagons encore dans le cadre d’une modulation antipodal d’énergie
e? et d’un canal & bruit additif, blanc, gaussien de variance NO.
Je rappelle que:

— [ représente le bit transmis et vaut 0 ou 1 avec une probabilité 1/2.

— ~ représente le mot de code transmis En I’absence d’hypothese, il y a 2™
possibilités equiprobables pour «v: tous les mots binaires de longueur n.
Sous I’hypothese H(hy ... h,) en revanche, v doit étre élément du sous-
espace-vectoriel (hy ...h,)t composé des mots vérifiant les relations de
parité définies par hy ...h,, ce qui donne 2™~ " possibilités equiprobables.

— € représente le bruit. Pour le canal sans mémoire, & bruit blanc, gaussien
et additif de densité monolatérale N0/2, nous avons:

1 2
Ye € R p(e:e):mexp <<:>;—0>
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— ¢ représente l'erreur de transmission, produit combinatoire de n variables
aléatoires €. Sa densité de probabilité est:

n 42
i=1 97

z
Vde R"  p(6=d)=(xN0O) "2 "5

— « représente le signal « recu », nombre réel, somme du signal transmis
(£ €) et du bruit. Sa densité de probabilité est définie par celles de (3 et
€. C’est le réel qui est mesuré par le démodulateur.

— Enfin A représente le mot « recu », n<uplet de nombres réels, somme du
mot transmis modulé et de l’erreur de transmission, et Ay est le pro-
duit combinatoire de N variables aléatoires A, représenté par une N X
n<matrice réelle. Sa densité de probabilité est définie par celle de « et .

L’observation dont on dispose est une réalisation L de la variable aléatoire
An.
Rappelons aussi que pour alléger les notations, nous définissons la quantité
A =2 Ainsi, nous avons:
ea/A efa/A

Pr(ﬂ:0|a:a):m Pr(ﬁ:1|a:a)=m

Proposition 21 Pour tout nsuplets (a1 -..a,) de nombres réels, tout mot h
Tpgaitne? )
eXD(*T

(wNO)/2

et tout rouplet (hy ... hy) on a, en notant K =
K - cosh (&
T (%)
K eosh (%) {1+ tanh (2
};[1 (A) [T tan (A)

i€supp(h)

Kiljlcosh (%) Z H tanh (%)

BeF3 icsupp(BH)

p(A=ay...ay,)

p(A=ay...ap| H(h))

p(A=as...an|H(hy...h))

ot supp(x) représente le support d’un mot x, et ot par convention un produit
sur l’ensemble vide vaut 1.

Démonstration: Pour b € F, et a € R, la densité de probabilité de me-
1 _(la=(=Dt e&)?
— ¢ ~NO

surer a si b est émis vaut p(a = a|B = b) = ==

0_2 2
exp(— Jél )e(_l)ba/A-
ks
Dans le premier cas, les a; sont indépendants, donc p(A = a1 ...a,) =

T2, pla = ay).

Mais p(a = a) = 1(p(al0) + p(a|l)) = Mcosh (%), dot la
premiere formule.
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La seconde formule correspond précisément & la troisieme dans le cas ou
r = 1. Démontrons donc celle-ci dans le cas général: on a:

p(A=ay...an|H(hy...h))
= Z Pr(y=c¢|H(hy...hy))p(A=a1...an]y=¢)

=2"" Z Hpa—alw—c,)

CE(hl... )J'l 1

—pm Y ew (Z(@maim)
)

c€(h1...hy )L i=1

Nous allons utiliser le lemme 4: Notons pour i = 1...n: t;p = e et
t;1 = e, nous venons de voir que:

K

p()\:alan|g'f(h1hr)) on—r (hi...hp)t

Par application du lemme, nous avons donc:

K o)

p()\ =ai.. .an| fH:(hl . hr)) = 2_n (h1...hy)

(avec t;O = ti() + til = 2cosh (%)) et t;l = ti() <:>ti1 = 2sinh (%)))

Soit:
P(A an| U—f( hr))
n
a; a;
KHcosh(A) Z H tanh( )
i=1 €(h1...h,.) i€supp(h)
D’ou les deux derniéres formules O

Corollaire 12
‘v’(al...an)ER" \V/hl...hrEFg

pA=ay...an|H(hy...h;)) a;
p(A=ai...ay) a Z H tanh (Z)

h€(hi...hy) i€supp(h)

Corollaire 13 Pour toute N Xn-matrice réelle L dont les coefficients sont notés
a;; (1<i<N,1<j<n)ettout rcuplet (hi...hy), on a:

H Z H tanh (ajTJ)

t=1 h&(hy...h,.) j€supp(h

mN_u%m
p(AN =

Cette quantité sera donc de premiere importance dans la mise au point d’un
critere de détection d’ordre r utilisant ’information souple.
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4.2.4 Coits de calcul des critéres
hy

H représente la matrice | :

h,

Nous considererons que le cotit des additions, multiplications et exponen-
tiations de nombres entiers ou réels est unitaire, que le calcul d’une tangente
hyperbolique cotite ¢;, que le calcul du poids d’un vecteur binaire de longueur [
cotite ¢, l, que ’addition de deux tels vecteurs cotite ¢,l et leur produit scalaire
cpl.

Et pour des raisons qui apparaitront plus clairement lorsque nous considere-
rons I'implémentation effective d’un algorithme de détection, nous considérons
que le calcul de (h,z), hX?, Hz' et HX? a été pris en charge par I’algorithme
de recherche de mots de poids faibles (nous ne tenons donc pas compte du coiit
de leur calcul pour celui des criteres).

Critere Valeur Cott de calcul Dominance
Pr(l))\r:(a)v\|:f}£§h)) 14+ (<:>1)(h7x>zwt(h) cwh + 3
%w (1+ZW‘(“)N(;§::EZ; )Wt(hXt) cw(n+ N)+6 cw(n+N)
PO | 5 ey (0P A0 EH [ o (epr  (ear/2f ewint3) | $27Tm
— 2
W iﬁlBgrgjesupl;[(BH) tanh (afq’j ) N27‘n(£2a~7‘+ S+ 1)+N27‘+N7‘ %N?Trn

ot Ng est le nombre de colonnes différentes dans la matrice HX? (N <
min(2", N)).

Et 'on voit que le cofit de calcul d’un critere est plus qu’exponentiel en son
ordre, si bien que ’on sera fortement limité par rapport a celui-ci.

Cela dit, pour comparer deux hypotheses H(hy...h,) et H(h)...h]) de méme
ordre 7 (avec (hy...h,;) # (h}...h.)) lorsque r est trop élevé pour un calcul
«exact» des probabilités, on pourra générer un certain nombre K de mots de
poids faibles h et h' dans (hy...h,) et (h]...h]) respectivement et comparer:

N

N
ZZ(@l)(h,zi)zwt(h) A ZZ({:}I)<hI’zi>ZWt(h’)
i=1

h i=1 h'

Ou bien, si 'on dispose d’information souple

Y I e (%) S I e (%)

i=1 h jesupp(h) i=1 h' jesupp(h')

-

Nous y reveindrons plus tard lors de I’étude des algorithmes de reconnais-
sance.
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4.3 Détection

4.3.1 Exemple d’algorithme

Le but de cette section est de se faire une idée des ordres de grandeur et des
dépendances des probabilités de détection et de fausse alarme, afin de mieux se
rendre compte des facteurs qui limiteront Defficacité d’un algorithme, et pour
mieux dimensionner ses parametres.

Elle offre en outre un exemple d’application de la proposition 13, et de mise
au point d’algorithme de détection. Cet exemple n’est cependant pas le meilleur
algorithme de détection que ce manuscrit puisse inspirer car il n’utilise qu’un
critere du premier ordre.

Cas « dur »

Soit B l'algorithme de recherche de moments de poids faible décrit en section
4.1.2, avec ses parametres s et p. Je rappelle brievement son principe en passant
sur les détails algorithmiques et en posant quelques notations adaptées & cette
partie:

— Choisir aléatoirement s mots recus parmi les N; et considérer la matrice
X composée de ces mots.

— Calculer des mots h tels que les moments h X! de la matrice X soient de
poids au plus p.

— Calculer les moments complets y = hX?.

Les poids des moments produits par cet algorithme sont distribués statisti-
quement selon une loi binémiale sur l'intervalle {p... N <s + p}. Nous suppo-
serons que les moments produits successivement sont statistiquement indépen-
dants.

Pour chaque moment ainsi généré, l’algorithme a imposé & p positions de
valoir 1 et a s <p autres positions de valoir 0. Pour faire ’étude du critere,
de B(S) = Pyer(S,1,1) et de y(S) = Pyro(S5,1,1), nous allons considérer un
seul moment. Nous pouvons donc supposer, sans perte de généralités, que ces
positions sont fixées. Par exemple, si x;...xny sont les lignes de X, on impose
(h,z;) = 1 pouri = 1...p, et (h,z;) =0 pour i =p+ l...s.

Adoptons les notations suivantes:

Xt =(X] | X5 | X0), Xi{p=(X{IXP),
A 2
y1 = (1...1), yo = (0...0), Y10 = (y1yo)

Et pour tout vecteur y de longueur N, on notera y, sa restriction aux N &s
derniéres positions.
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B génere donc le seul mot h tel que hX{, = y10. Il calcule par ailleurs le mo-
ment ¥y = hX* = (y10,¥s), dont seule la partie y, est inconnue. On considérera
donc que la sortie de I’algorithme B est le couple (h, y,).

Soit H I’hypothese selon laquelle les mots regus (les lignes de X) sont des
éléments d’un méme code linéaire binaire de dimension k ayant traversé le canal
binaire symétrique de probabilité de transition 7. X est ’observation d’une
variable aléatoire A dont la loi dépend du fait que cette hypotheése est vraie ou
fausse. On lui applique l'algorithme B ci-dessus, et ’on observe alors sa sortie
(ha y')

On définit alors, pour tout couple (h,y.) de FJ' x FQN_S:

Pd(hayO) = PI‘(B(A) = (hay0)| fH:)
Pr(h,ye) = Pr(B(A) = (h,y.))

Pd(h7y°)

Pf(hayo) > S}

La détection aura lieu si le mot h généré par B est tel que (h, hX?) € Q(S).
Les probabilités de détection et de fausse alarme mesurent alors la probabilité
pour que ce soit le cas selon que ’hypothese de codage est juste ou fausse. Elles
valent:

Q(s) = {(h,y.> e Fp x FY

Pdet(Sa]-al) = Z Pd(hayO)
(h,ye)EQ(S)

Pfa(Salal): Z Pf(h,y.)
(h,ye)EQ(S)
Pour adapter nos notations aux variables aléatoires on définit donc:

5— N—s

SNy

A= (AT [ AG[AY),  Afp=(AT]AD)
Proposition 22 Soit y = (y10|ys). On a:

Pr(hAt = y)

Pr(B(A) = (h,y.)) = Yonrepns Pr(W ALy = y10)

(il est loisible de rajouter une condition de type « sachant H » en queue de ces
probabilités)

Démonstration: B(A) est donc un couple (h(A), h(A)AL), et 'on a:

Pr(B(A) = (h,ys)) = Pr(h(A) = h, h(A)A] = y4)

Or h(A) est défini comme étant le seul mot de I’espace ambiant tel que
h(A)Aty = y19. Etant donné une propriété, la probabilité pour que h(A)
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vérifie cette propriété peut étre vue comme la probabilité pour qu’un va-
riable aléatoire p représentant un mot quelconque de ’espace ambiant la
vérifie, sachant que uA19 = y10. On a donc:

Pr(B(A) = (h,ys)) = Pr(n=h,pA{ = yaluAip = yio)
Pr(pu = h,pA' = y)
Pr(uAfy = y10)
Pr(p = h) Pr(hAt = y)
Zh'eF;* Pr(p = ") Pr(h'Afy = y10)

On déduit la proposition du fait qu’en ’absence de condition, les diffé-
rentes valeurs de p sont a priori equiprobables O

Proposition 23 Pour tout h non nul et tout y,, on a:

1

Pf(h,y-) = W

Démonstration: En Pabsence de ’hypotheése H, la matrice A est considérée

comme totalement aléatoire.

On a donc Pr(hAt = y) = 27N d’une part, car chacune des N positions de
hAt vaut 0 ou 1 avec la méme probabilité et indépendamment des autres.
Et d’autre part Zh,GFQM Pr(h' Aty = y10) = (2" ©1)27% car quel que soit
h' non nul, chacune des s positions de h'Al, vaut 0 ou 1 avec la méme
probabilité et indépendamment des autres.

On déduit le résultat du fait que Py(h,ys) = > Pr(;/\(thz,i'z — O
nerpr T 10=

Proposition 24 Pour tout h non nul et tout y,, on a:

Pd(h,y.) =

1627 4278 (1m0 (g 4w Nte)r

2V=s (1 e2k)(2n 1) + 27k 0, (5) (1ez)? (14 29)° )

Démonstration: Nous supposons donc que H est vraie et qu'un code de di-

mension k a été utilisé; a l'intérieur de cette démonstration, nous consi-
dérons comme implicite la condition « sachant que H est vraie » dans
I’expression des probabilités.

_ Pr(hA’'=y)

B Eh’ep‘z"* Pr(h'Afy=y10) "

Bien-stir, les probabilités qui sont en jeu dépendent fortement du fait que
h (ou h') appartient ou non au dual du code. Nous supposerons que tout
mot de ’espace ambiant appartient au dual avec une probabilité (a priori)
égale & 27%. On a alors:

Pa(h,ye) = 2~k Pr(hAt=ylheC )+ (1—2%) Pr(hA'=y|hgCh)
A\ e) = 3 g (2 F Pr(W R =y10[h€C 1) +(1—2%) Pr(R' A} =y10[AFC 1))

On sait que Py(h,y,)
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Si h n’appartient pas & C'*, alors, de méme que dans le calcul de Py, chaque
positions de hA? vaut 0 ou 1 avec la méme probabilité et indépendamment
des autres; et de méme pour h'Al, =y si b’ ¢ C*.

On a donc:

2k Pr(hAt = y|h € CL) + 152
(20 &)= + 27 5 o Pr(R AL = yrolh € CL)

Pd(hayO) =

Par ailleurs si on note A la VA associée & un mot recu (une ligne de A),
on a Pr(hAt = ylh € CY) = [T, Pr(hA! = y;|h € C') et de méme
Pr(h'Aty = yiglh € CL) = Pr(hAt = 1|h € CL)P Pr(hAt = 0lh € C+)*~P.
Or si h € O+, la probabilité pour que hA! soit égal & 0 est la probabililté
pour que l'erreur de transmission subie par A soit de poids pair sur le

support de h. D’apres le lemme 3, elle vaut 14—;:7;”“0 La probabilité pour

que hA! soit égal & 1 vaut donc, quant 3 elle 71_1;%)

h').
Puisque wt(y) = p + wt(ys), on a donc:

(de méme pour tout

+wt(ys) N—wt(ye)—
Pr(hA! = ylh € C+) =27V (1 @th(h))p ! (1 + th(h>) ve)—p

Et pour tout A’ de poids w:
Pr(h'Aly = yiolh € CH) =275 (1 &2")P (1 +2)* 7P

Et I'on retrouve la formule de la proposition en combinant tous ces résul-
tats.

O

Il est intéressant que cette fonction ne dépende que du poids de h et de ys,,

car les sommations seront ainsi plus aisées.

Définissons les fonctions:

g(w, W) = (Lez)V P (142" 7

. 27k X/ ) N s—
f(n,k,s,p)=1a2"F 4 TP <w> (12" (1+29)"7
w=1

Ainsi, on a:

1+ 27 (g(wt(h), wt(ys)) ©1)

Py(h,ye) = 2N=s(2n 1) f(n, k, s, D)

Pa(h,ye) _ 1+2 *(g(wt(h), wt(ys)) 1)
Pf(h,y.) f(’l’l,k,S,p)
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On définit également ’ensemble suivant, qui présente 'intérét d’étre de taille
inférieure a nN:

'(s) = {(w,W) € {L.n} x {o...J\r@s}/lHf(?(lgsC ;VZ)) b 5}

Et 'on a alors:

Q(S) = {(h, ya)/ (wt(h), wt(ys)) € V(5)}

Il est alors tout & fait envisageable (si 'on connait k), de calculer:

N-—s n o
Piet(S,1,1) = > Palhyy) = Y (w2p) (3) 1+27%(g(w, W) e1)

oN—s 2 51
(h)ea(s) (w, )20/ (S) < f(n,k,s,p)

o) (°
Pro(S,1,1) = > Prlhyy)= > QVJVV_”S —2751;))1
(h,y)ER(S) (w,W)eQ'(5)

N—s n
Remarque 9 On a donc Py(S,1,1) > SZ(M’W)GQ,(S) (;Ivv:p)(;_n) Les poids
W sélectionnés dans [’ensemble Q'(S) sont concentrés vers les poids faibles,
loin de N < s + p. Cet ensemble ne varie donc pas si l'on augmante s. En
N—s
revanche, les quantités (;K,:‘;) augmente rapidement avec s, de méme donc, que
Puet(S,1,1). Le critére est donc d’autant plus discriminant que s est grand.

Remarque 10 Calculer les premiers moments, si H est vraie, de g(w, W), ou
de log(g(w, W)), ou de toute fonction croissante de %, présente peu d’in-
térét ici car il est possible de calculer Pyei(S,1,1) et Pro(S,1,1) exactement et 4
un cott raisonnable. Je laisse cependant les résultats suivants (avec uniquement
quelques indications pour leur preuve) pour ceux qui voudraient s’approprier
intuitivement des ordres de grandeuwr:

Soit la fonction (probabiliste) F(X) = g(wt(h), wt(ys)), avec (h,ys) = B(X),

on a, en notant I la quantité log (1+Zw), Ly la quantité log(1+ z*) et () la

1—zw

quantité 27F(1 < 20)P(1 4 22)5~P:

izl ((2’” @1)(55) + 2k (Z‘Z’)Q(l n ZQUJ)N—S)
Esp(F(A)|H) = 2" o) f(n,k,sp)

i (Qk(Qk <:}1)(;1;)2(1_{_ZQw)N—s_‘_221»*(;11;)3(1_{_322@0)N—s)
Esp(F(A)*| H) = “= G o) (nksp)

S (o275 + (7)) (Nlw o (p+ X52) 1) + () (N &8) 5

Esp(log(F/(A))] 3) = *=

l:l:

w

)
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Esp(log(F(A))*| () =

(5 (ot (2)) (o (po2) ) w00 (5))

w=1

+<,jf;) (N 8)2" 15 (le @(p+ N e mz”) liﬁ))) /@1 f(n, k,s,p)

2 4

Démonstration: (Indications) Quelle que soit la fonction F'(h,ys) considé-
rée, on a:
Esp(F'(B(A))|30) = > Pa(h,ye)F'(h,ys)
h,ye

N—s

. — N—
Le fait que ZJV\(,;O SN gWyN—s=W = (””T"'y) * sera suffisant pour cal-

culer les moments de F'.

—
e—

Pour ceux de log(F'), on considérera en outre le fait que

N-— N-— N—s—1
ZS ( Ws) WaWyN—s-W — (Nes)z (z+y °
L oV Y -T2 )

N—s (N— N—s5—2
z:s () W2V oy N—s—W _ (Nes)g (Nes)z+y (z+y ’
oN—s T Y -T2 2 2
W=0
O
On constatera en principe que ces espérances prévoient que % s0it trés in-
férieur d ﬁ, et donc que la probabilité de détection associée a un tel seuil soit

trés faible. Cependant la fonction B est probabiliste, et les valeurs successives
qu’elle prendra, si on la calcule m fois, seront indépendantes. On dimensionnera
donc m convenablement pour que la probabilité de détection soit proche de 1.

Par ailleurs, on pourra également observer que 2FP1°8(F)) < Esp(F) (ce
Esp(log(F))

que 'on doit 4 la concavité du logarithme), mais qu’en revanche )
ar(log

Esp(F) . S TP
est nettement plus fort que 7\/% donnant plus de puissance aux inéqgalités

de Chebyshev, donc plus de précision.
On justifie ainsi naturellement la considération de «log-likelyhood-ratios» tels
que log(F).

Paramétrage de 1’algorithme

Quid du probleme de la dimension?

La fonction Py(h,y,) et ensemble Q(S) définis en section précédente dé-
pendent de k que 'on supposait connu, ce qui en fait n’est pas le cas. Nous
allons maintenant les noter Pék)(h,y.) et QF)(S), afin de pouvoir différencier
les quantités calculées selon différentes hypothéses de dimension.
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Par ailleurs la fonction Py(h,y.) = W
Yo, i de k, nous la noterons simplement P;.

La proposition suivante découle directement des définitions de ses termes et
ne demande pas de démonstration:

ne dépendant ni de h, ni de

Proposition 25 Si k est la véritable dimension du code, et si le critére est
) -
P"Pilj(x) > S (k peut étre différent de k) alors la probabilité de détection est

Pyet(S,1,1) = Z(hw.)em’c)(S) Pé];)(h,y.); et la probabilité de fausse alarme est
Pyo(S,1,1) = |QK)(8)|Py (et ne dépend pas de k).

Proposition 26 Pour tout k < n <1, tout h, tout y, et tout S, on a:
K’ k k
(3’6' P (h,ya) > Pf) = P (h,ya) > PY (h,ya) > Py
S >1= Qkt(g) c a®)(9)
Démonstration: Soient h et y, donnés. Adoptons les notations suivantes:

A =g(wt(h), wt(ys)) &1

=3 25«2}1(1 S (14 29) P &1
w=1

On a alors, pour tout &', Pék )(h,y.) = %Pﬁ donc:

(Hk’ P (h,y) > Pf) = A> A

Or, pour tout k&, A > A’ = 11122__:2‘, > 11122__:__11:, > 1. On a donc la

premiere partie de la proposition. La deuxiéme s’en déduit facilement. En
P*Y (hye) PM (hyye)
effet, pour tout § > 1, ~4—F—=> > § = —4=== > §, donc:
f f

(h,ys) € QFFD(S) = (h,ys) € QF)(S)
O

Corollaire 14 Si k est la véritable dimension du code, et si le critére est

(k) -
Pdpilj(x) > S avec k > k, alors:

> PPy < Pa(S) < Y PP ()
(hyye)€QRI(S) (hye)EQUR)(S)

Pfa(Sa ]-7 1) = Q(k)(s)|Pf
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La situation est d’autant plus défavorable que k est élevé. Par sécurité, on
supposera donc k = kpyax (cf. section 1.2.2, p. 101), et l’on appliquera le critere
associé.

Par conséquent, pour m, x et S donné, sil’on calcule Py.s(S, m, ) et P, (S, m, x)
en tenant compte de ’hypothese k = knax, on sous-estimera, la vraie probabilité
de détection (tant mieux) tandis que la probabilité de fausse alarme sera juste.

En faisant 'hypothese k = knax, la proposition 13 s’applique donc bien &
notre algorithme.

Par exemple, pour x = 1, ’algorithme de détection pourra présenter une pro-
babilité de détection supérieure a Pd”;tm et une probabilité de fausse alarme infé-
—In(1—-P74,™)
Pre® )

—In(1-P74;™)
Pge:(S,1,1)

On pourrait étre tenté d’en générer davantage, mais ce faisant, on augmen-
terait la probabilité de fausse alarme.

Il est cependant généralement plus intéressant de prendre z > 1, car alors,
pour un méme couple (P7", P}’Z”), le seuil S sera plus petit, et m pourra donc
létre aussi (m est toutefois sujet & une influence antagoniste: si le seuil S ne
change pas, m augmente avec z; il existe donc un x optimal), Palgorithme devra
étudier les différentes possibilités en calculs préliminaires.

La complexité de I'algorithme est donc égale & m fois la complexité moyenne
pour générer un moment de poids faible (le cott de calcul du critére est ici
négligeable). Ces deux multiplicandes dépendent des parametres s et p. Pour
optimiser ces derniers, on minimisera bien-sir le produit.

rieure a P7%", si l'on choisit S = (il est nécessaire que QFmax)(§) £

0), et si 'on génere exactement m = moments de poids faible.

Ainsi que mentionné en début de section cependant, le critere utilisé, fonction
d’un couple (h,y,), est moins discriminant que ne le serait un critére d’ordre
supérieur & 1. En particulier, si I’on attend x détections simples, il sera nettement
plus intéressant de leur appliquer des criteres d’ordre compris entre 1 et x.

Avec ces criteres, les différentes possibilités commencent a se multiplier en
d’innombrables modalités. Le nombre de parametres a régler devient trop grand.
Le choix d’un algorithme pour générer des candidats sera difficilement effectué
de maniere optimale...

Je fais tout de méme quelques suggestions a ce propos dans une prochaine
section, mais nous n’étudierons pas le détail des probabilités de détection et
de fausse alarme des algorithmes ainsi définis. Pour faire ce travail pour un
algorithme particulier, cette section pourra servir de référence.

Les critéres d’ordre quelconque et utilisant éventuellement I’'information souple
étant plus discriminants, ils permettront a l’algorithme de détection d’utiliser
un nombre m plus petit, et éventuellement d’avoir une complexité moindre (at-
tention toutefois au fait que le cout de calcul d’un critére est plus qu’exponentiel
en son ordre).

Une solution de bon sens, mais laissant peu d’espoir de quantifier correcte-
ment les probabilités de fausse alarme et de détection (on pourra tout au plus
les borner grossierement), consiste & sélectionner une liste de z candidats grace
un critere du premier ordre utilisant un seuil S; assez faible; & raffiner cette
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sélection grace a un critere du second ordre appliqué a ’ensemble des paires
de candidats avec un seuil Sy plus élevé; et ainsi de suite jusqu’a un ultime
raffinement grace a un critére d’ordre r appliqué aux r<uplets de candidats
restant, avec un seuil S, correspondant au ratio % souhaité. La probabilité
de détection dépend de tous les seuils S;...5,.. Ce que doivent étre les rapports
de grandeur entre ces seuils est encore peu clair pour moi...

Utilisation de l’information souple dans ce méme algorithme

On pourra relire la section 3.1 pour se remémorer les notations et leur signi-
fication.

On recoit donc un ensemble de signaux réels, que ’on dispose dans une
matrice L = (aij)i=1...N,j=1...n. 51 l’on note Pr(8 = bla = a) la probabilité pour

que le bit envoyé vaille b si le réel a est mesuré, nous avons, avec A = %:

ea/A p ) efa/A
~ 2cosh(a/A) 1B =1la=a)= 2 cosh(a/A)

La matrice binaire X des mots recus est telle que X;; = 0 si et seulement

si a;; > 0. En effet la probabilité pour que le bit envoyé soit X;; ainsi défini si
a;; est mesuré vaut alors #l(/:/m > % (la probabilité pour que X;; soit une

Pr(f=0la =a)

mauvaise décision, c.a.d. une erreur, vaut donc " < )
it ’ 2 cosh(a/A) 2/°

L’algorithme B générateur de candidats sera le méme que pour le cas dur.
C’est & dire qu’il cherchera des moments de poids de Hamming faible en tra-
vaillant sur la matrice binaire X?.

Grace a linformation souple, il sera possible de rendre le critere plus dis-
criminant. Tous les résultats énoncés précédemment sont encore valables, mais
I’'information souple permet un calcul plus précis de I'une des probabilités men-
tionnées, ainsi que le montre le lemme suivant.

Lemme 5 Sile signal (a;1...ay,) est recu, et que l’on considére que le mot binaire
re¢u vaut (21..2,) avec x; = 0 si et seulement si a; > 0, alors la probabilité
pour que Uerreur (dure) de transmission, induite par cette décision, soit de poids
pair sur le support d’un mot h vaut:

1+ [T cqupp(n) tanh lag]
2

Démonstration: Restreignons-nous au support de h, et supposons wt(h) = w.

Le canal étant sans mémoire, quel que soit le mot e (de longueur w)
considéré, la probabilité pour que ’erreur de transmission (sur le support
de h) soit égale & e vaut:

e—lajl/A elail/A

ijemt 2cosh(a;/A) ijeio 2 cosh(|a;|/A)

ez]'esupp(h)(*l)ej lajl/A

2w Hjesupp(h) COSh(a’j/A)

2°,
(=]

PN

>
I
o

N
|
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Soit E I’ensemble des mots de support inclus dans le support de h, Ey
le sous-ensemble de E constitué des mots de poids poids pair, et E; son
complément. La probabilité recherchée vaut ), ., Pr(é =e).

Or on a:

H (e\ajl/A + e*laj\/A) — Z ezjesupp(h)(—l)ejlaj\/A
j€supp(h) ecE

— E ez]‘esupp(h)(_l)ej‘ajl/A_|_ E ez]‘esupp(h)(_l)e”ajl/A
e€Ep ecEq

T (el eselosl/a) = 3 (1)) eZscmumoan(—11asl/4

jEsupp(h) ecE
= Z ez]-esupp(h)(*l)ej‘ﬂﬂ/“‘ & Z ez]-(_:s“pp(h)(fl)ej\aﬂ/A
e€Fy ecFy
Donc
[[ (@A etoliay e T (ellA aelosla)
j€supp(h) j€supp(h)

=2 J[ cosh(a;l/A)+ [ sinh(la;l/A)

j€supp(h) j€Esupp(h)
=2 Z eXjesupp(hy (1) [a;1/A
e€Fy

La probabilité recherchée vaut donc:

II cosh(la—/{‘)—k 11 sinh(%) 1+ JI tanh('a—j‘)
jé€supp(h) jé€supp(h) j€supp(h)
2 JI cosh(‘%l) 2
j€supp(h)

O

Corollaire 15 La probabilité pour que l’erreur de transmission e vérifie (h,x) =
(h,e) vaut:
1+ ITcsupp(n) tanh 4
2

laj|

1+(_1)(h'2) HjEsupp(h) tanh ——
) .

Démonstration: La probabilité recherchée vaut
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Or, par parité de la tangente:

aj _ |
H tanhz— H sgnajtanhj

j€Esupp(h) j€Esupp(h)

_ z; |a.7| _ (h,z) |a’]|
= H (e1)% tanh P =(el) H tanh 1

j€supp(h) jé€supp(h)
O

Pour profiter de 'information souple, il s’agit donc de modifier Py(h,y,) (et
par suite (59)) en conséquence; si ’on reprend le calcul de P;(h,y,) en tenant
compte du lemme ci-dessus, on trouve que (avec y = (y10|ys) = (Y1..-yn)):

Pd(hazh) =

N
2-(N—s) (1 &2k 427k ] (1 +(el)y ] tanh T'))
i=1

j€supp(h)

(1e2-k)(2nel) +27F 3 ﬁ(m i tanh%f'> 11 <1+ 1 tanhla%>

h'eFp*i=1 j€supp(h') i=p+1 je€supp(h’)

Et 'on ne saura malheureusement pas en calculer le dénominateur. Néan-
moins, si I’on ne tient compte de 'information souple que pour les positions en
dehors du code poinconné, on trouve cette fois que:

Pd(hazh) =

N }
1e27F 427k (1M (14 9M) P [T (14 (el [ tanh %l
i=s+1 jesupp(h)

2V=s (1 o2k)(2n 1) + 27k 0 (0) (1ez)? (14 20)° )

Quantité que ’on saura calculer. On a alors:

Pd(hay.) —
Pf(h,y.)
N
1627k 4 27k (1 o) (1 4 ,vim)* 7 ] (1 +(el)r [ tanh 'T>
i=s+1 j€supp(h)
12k 4 22550 (M) (1ezw)P (1+2v)° 7

L’ensemble Q(S) et donc la fonction B(S) = Pge:(S,1,1) sont alors plus
délicats a calculer. Cela posera un probléme lorsque I’on voudra dimensionner
correctement les parametres S, m et x, besoin étant pour cela de connaitre la
fonction B(S).

On sait cependant que celle-ci est décroissante et supérieure a celle obtenue
sans tenir compte de I'information souple (car le critere est dans ce cas moins
discriminant), ce qui pourra permettre d’effectuer un dimensionnement pessi-
miste; par ailleurs un dimensionnement par une méthode semi-empirique est
toujours possible.
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4.3.2 Cas général

Un générateur de moments de poids faible impose & h Xt d’avoir une certaine

forme, et change la forme requise au fil des appels successifs. Il est également
ha

possible d’imposer une certaine forme a la matrice | : | X t et de générer ainsi

h,
directement des r<uplets de mots h. Il est surtout possible de définir un «post-
filtrage» sur les moments générés en premiere main.

On génere ainsi m1 mots hy...hy,, , de méme que ms (0 < my < ("3')) couples
de mots choisis parmi ces m; selon une certaine heuristique, ..., ainsi que m,
(0 <m, < (”Zf)) rauplets de mots choisis parmi ces my selon une certaine
heuristique.

On adjugera alors pour la détection si au moins z; mots parmi les m; vé-
rifient un certain critére du premier ordre, et/ou si zs couples parmi les my
vérifient un certain critere du second ordre, ..., et/ou si z, r<uplets parmi les
m, vérifient un certain critére d’ordre r.

D’une maniére plus générale, si on appelle B(X) I’ensemble de tous les mots
générés, de tous les couples sélectionnés,... et de tous les r<uplets sélectionnés,
on calculera une certaine fonction F' de cet ensemble, qui approxime le rapport
%; et 'on adjugera pour la détection si le résultat est supérieur
a un certain seuil déterminant les probabilités de fausse alarme et de détection.

Les heuristiques et les criteres que j’ai expérimentés ne permettent pas, suite
aux sophistications successives qu’ils ont subies, de calculer explicitement, ni
de borner de manieére satisfaisante, ces probabilités. Ils ne sont pas optimaux,
continuent et peuvent continuer encore longtemps & évoluer rapidement avec
I’expérience acquise. C’est pourquoi je ne donne ni l’historique de ces évolutions,
qui exigerait une interminable argumentation, ni 1’état précis auquel j’en suis
actuellement, dont la justification s’appuie sur cet historique.

L’objectif, de garantir (empiriquement si nécessaire) un couple (Pyq, Pyet)
donné pour des régions de plus en grandes de l’espace des tests {n,k,7, N},
a des couts de plus en plus faibles, et par un algorithme sollicitant le moins
possible 'expertise de I’opérateur, requiert une volumineuse étude et des prises
de décision associées a un contexte précis.

Cette these consitue avant tout un point de départ et une base théorique pour
une telle étude, ainsi qu’un recueil d’éléments qui devront y figurer, mais elle
n’a pas correspondu & une demande réelle qui en aurait délimité les frontieres;
et le résultat final ne constitue pas vraiment un «produit fini».

4.3.3 Reconnaissance de longueur et de synchronisation

Nous supposerons maintenant que plusieurs hypotheses de longueur et de
synchronisation différentes sont émises. Si ’on est sir d’avoir le train binaire en
entier, les longueurs de code possibles sont les diviseurs de la longueur du train
binaire; et pour chaque longueur, on aura une unique hypothese de synchroni-
sation.
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Si en revanche on ne dispose que d’une partie (connexe) du train, toutes les
longueurs sont théoriquement possibles. Si l’on a une extrémité de ce train (qu’il
s’agisse du premier ou du dernier bit), une seule hypothese de synchronisation
par longueur suffit. Dans le cas contraire, pour chaque longueur n, n hypotheses
de synchronisation sont nécessaires.

Selon les cas, on aura donc un certain nombre | d’hypotheses Hy ... H; de
longueur et de synchronisation, chacune pouvant étre pondérée par une proba-
bilité a priori que nous noterons Pr(H;| ). Si la longueur de ’hypothese H;
est n, 8’ il y a x (en général x = 1 ou n) hypotheéses de synchronisation asso-
ciées & n, et si Pr(D,|XH) est la probabilité a priori pour que la longueur de
Ihypothétique code soit n (cf. section 1.2.2), alors Pr(3; | H) = W.

L’hypothese H consiste & dire que 'une de ces hypothéeses est vraie. Si ’al-
gorithme décide que H est vraie, il lui faudra ensuite chercher laquelle de ces
hypotheses est la plus probable. Il aura alors effectué ce que 'on a appelé la
reconnaissance de longueur et de synchronisation.

Appelons X le train binaire effectivement intercepté (il ne s’agit plus d’une
matrice mais d’un vecteur) et A la variable aléatoire correspondante. Et pour
chaque hypothese H;, appelons n; la longueur de code correspondante, N; le
nombre de mots recus correspondant, X; la n; X N;-matrice extraite de X comme
préconisé par I’hypothese H; et A; la variable aléatoire correspondante. On a
alors, pour tout X:

l
Pr(A = X[3) =) Pr(3; | H) Pr(A = X|3;)

Pr(A = X|H) Pr(A = X| %)
Pr(A=X) ;Pr(%" a0

Lorsque 'on extrait une matrice X; de X, un certain nombre de bits sont
laissés a part parce que n’entrant dans ancun mot de code entier. Nous suppo-
serons que ces bits sont indépendants et de probabilité 1/2 et ’on a dans ce cas
pour tout %:

PI‘(A = X) - PI‘(AZ = Xz)

Pour chaque ¢, on choisira alors un certain algorithme B; qui génerera un
ensemble B;(X;) de mots, de couples de mots... Et on déterminera la fonc-
tion F; adéquate qui & tout ensemble B associe une approximation du rapport

%. On prendra garde bien entendu a maitriser les cotits de calcul.

l
On calculera alors )., Pr(H; | H)F;(B;(X;)).
L’algorithme décidera que H est vraie si cette quantité est supérieure & un
certain seuil. Si tel est le cas, ’hypothéese de longueur et de synchronisation que

Pon retiendra sera celle qui aura apportée la plus forte contribution (I’hypothese
H; telle que Pr(3; | H)F;(B;(X;)) est maximum).
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On pourrait étre tenté de tester les différentes hypothéses par ordre de lon-
gueur croissante, et de s’arréter sitot qu’une hypothese s’avere crédible. Cepen-
dant, il est recommandé, pour la reconnaissance de longueur et de synchronisa-
tion, de tester toutes les hypotheses sans exception. En effet, il pourra arriver
dans de nombreux cas qu’une mauvaise hypothése soit a priori crédible, par
exemple si elle ne differe de la bonne hypothese que par une légere erreur de
synchronisation; il sera en revanche tres rare, si le choix des B; et F; est fait
correctement, qu’elle paraisse plus vraisemblable que la bonne hypothése. Pour
prévenir le risque de ne pas tester celle-ci, on les testera donc toutes.

Les cas les plus fréquents (de maniere écrasante) de mauvaise reconnaissance
seront alors les erreurs de synchronisation (la longueur est quant & elle plus facile
a reconnaitre). Une telle erreur peut étre détectée simplement apres la phase de
reconnaissance de code a la forme de la matrice de parité obtenue. En effet, si
la reconnaissance est de bonne qualité, cette matrice aura dans ce cas au moins
une colonne de 0 & 'une de ses extrémités, c.a.d. que le support du code dual
obtenu sera tronqué a cette extrémité; il sera alors facile de corriger ’erreur de
synchronisation et de récupérer les calculs déja effectués pour la reconnaissance
(qu’il faudra terminer avec la nouvelle hypothese de synchronisation de maniere
a compléter le support du code dual obtenu).

4.4 Reconnaissance de code

Désormais, nous considérons comme acquis le fait que I’hypothese H est
vraie, et que I’hypothese de longueur et de synchronisation est la bonne, c.a.d.
le fait que les lignes de la matrice correspondent a des mots de code erronés.
Et nous supposons en outre que le code en question est de dimension comprise
entre kmin €t kmax-

Il s’agit de reconstruire le code. Quel que soit ’algorithme choisi, il est rai-
sonnable de supposer qu’il présente les caractéristiques suivantes:

— Il dispose d’un buffer de candidats h pour étre des mots du code dual
alimenté par le générateur de moments de poids faible. Puisque nous serons
amenés, nous allons le voir, a calculer des combinaisons linéaires de ces
mots, lesquelles peuvent constituer de nouveaux candidats, nous aurons
éventuellement d’autres sources d’alimentation de ce buffer. Il sera de taille
limitée et devra étre composé de candidats aussi bons que possible.

— Un ou plusieurs candidats pour le code dual seront présents en mémoire
sous forme de listes de mots h (le candidat pour le code dual est défini
comme étant l’espace vectoriel engendré par ces mots).

— Tout candidat pour le code dual évoluera au fil des calculs. A D’instant
initial, il vaudra l’espace vectoriel de dimension 0 (consitué uniquement
du mot nul); a Pinstant final, il vaudra un espace vectoriel de dimension
comprise entre n S kmnax €t n < knin. A un instant donné, sa dimension
sera donc un nombre r compris entre 0 et n <kmin.
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— L’algorithme disposera d’une routine chargée d’incrémenter d’une ou plu-
sieurs unités la dimension du candidat.

Par ailleurs, il parait souhaitable que ’algorithme soit capable d’une part
de comparer la vraisemblance de deux candidats différents, d’autre part de dé-
crémenter la dimension du candidat s’il semble qu’une mauvaise décision ait été
prise.

La vraisemblance d’un candidat de dimension courante r ne peut pas étre
définie comme étant la probabilité pour que ce candidat soit égal au code dual,
puisque l'on sait que ce n’est pas le cas si r < n &kmax. Elle sera donc définie
comme étant la probabilité pour qu’il soit inclus dans le code dual. Il s’agit donc
de pouvoir calculer une fonction monotone en cette probabilité.

Si hi...h, sont r mots indépendants du candidats, cette probabilité est di-
rectement liée & 'hypothese H(hi...h,) selon laquelle les lignes de la matrice
vérifiaient toutes, avant transmission, chacune des relations de parité définies
par hy...h,. Son calcul exact aura donc un coit plus qu’exponentiel en r.
Pour étre plus précis, ce coiit vaut approximativement Ng2"rn, ainsi que nous
I’avons vu en section 4.2.4, Ny étant défini comme étant le nombre de colonnes
différentes dans la matrice H X?.

On définit alors ryax comme étant la valeur maximale de r pour laquelle le
calcul exact soit acceptable, c.a.d. pour laquelle un cout inférieur & Ng2"™™*r.xn
est acceptable pour une sous-routine appelée un nombre polynomial en n de fois.
Et nous supposerons que le colit d’'un décodage relativement & n’importe quel
code de longueur n, probleme que, suite a la premiere partie de ce manuscrit,
on sait bien bien optimiser, est inférieur a 2"exp . .n (pour des longueurs n
trop grandes pour que le décodage ait un coiit acceptable, les codes ne seront
généralement pas détectables, donc encore moins reconnaissables).

Pour tout 7 > rpax, la vraisemblance d’une hypotheése H(h;...h,) ne pourra
qu’étre estimée. Nous verrons que des lors que r franchit ce seuil, il sera plus
intéressant d’abandonner la représentation de sous-codes du code dual, pour
passer a celle de surcodes du code lui-méme.

Les représentants hi...h, d’un candidat peuvent étre a priori n’importe quels
mots linéairement indépendants, éléments de ce candidat. Décrémenter la di-
mension d’un candidat ne doit donc pas consister simplement & supprimer 'un
de ses représentants, mais a trouver, dans un cas idéal, le sous espace vectoriel
de dimension r <1 inclus dans le candidat, de vraisemblance maximale. Ce sous
espace vectoriel peut tres bien ne contenir aucun des mots h;...h,.. Nous allons
voir en section 4.4.3 comment calculer (une représentation de) ce sous-espace
vectoriel.
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4.4.1 Estimation d’une hypothese sous contrainte de temps
hy

Pour toute r x n-matrice H = | : |, appelons Py la probabilité Pr(Ay =

hy
X|H(hy...h,)) calculée en section 4.2.2:

N
Py = 2—nN H Z (<:>1)<b,mth)zwt(bH)
i=1beFy

Et pour tout b € F}, soient N, le nombre de colonnes de H X' égales a b* et
pH,p la quantité Zb,ng (1) "0 Wt H) (on g ainsi Py = 27" Hbng pHp V).

Il suffit donc d’estimer les différents pg, pour b parcourant 'ensemble des
colonnes de HX!, donc pour Nx valeurs distinctes de b. Le coiit de I’estimation
de pmp doit étre au plus 2"™>*rpa,n, et 1'on suppose r > rmax-

On ne pourra donc pas faire la sommation sur tous les b'. Mais 'on sait
(corollaire 10) que si x est tel que Hz' = b', et si d = min g, . p,)r Wt(z+c) (d
aura la méme valeur pour tout x vérifiant Ha? = b'), alors pg, > 2"r¢(1er)" 4,

Cette minoration constituera ’estimation recherchée. On décodera donc,
relativement au code (h;...h,)" un mot de syndréme b (un mot z tel que
Hz! = b'). Le poids du coset leader obtenu est le nombre d recherché. On
définit alors les approximations pp, = 2"7¢(1 71)"~ 4, et:

D _ o—nN ~Ngp
Py =2 H Py
beF]

En somme, lorsque r est trop grand, la méthode consiste en quelque sorte &
abandonner la représentation duale pour travailler avec une représentation non
duale du code candidat.

4.4.2 Incrémentation de la dimension courante
hy
Soit H = | : | une représentation du candidat span(hi...h,) = span(H)
h,
courant.
Deux possibilités se présentent pour incrémenter la dimension du candidat.
La premiére consiste & trouver un mot h dans le buffer, n’appartenant pas a
span(H), qui, dans un cas idéal, maximise la vraisemblance de span(hy...h., h).
Il est également possible de calculer la vraisemblance d’un nombre inférieur & la
taille du buffer de candidats choisis aléatoirement. L’intérét est que la procédure
est plus rapide et non déterministe. Supposons pour simplifier que 'on doive
parcourir le buffer entier.
Il nous faut un test d’appartenance a span(H). Pour cela, on calculera une
matrice G duale de H. Et 'on a alors, pour tout h:

h € span(H) & Gh! =0
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On marquera tous les h du buffer appartenant a span(H).
hy

Soit alors, pour tout h & span(H), H, = | - |. On calculera Py, .

T

h
Sil'on a calculé P, , il est alors inutile de calculer Py,, pour h' € span(Hp).
On marquera donc également les ' du buffer appartenant & span(H}). Remar-
quons que l'on a:

h' € span(Hy) < (GR'* = 0 ou GR'* = GAY)

On calculera successivement les vraisemblances Pp, pour les h non marqués
sachant que ’on a déja calculé ou estimé Pg. Or:

N
PHh — 2—’nN H Z (<:>1)(b7xiH;L>Zwt(th)

i=1perpt?

N
_ 2—nNH Z ((<:>1)(b7xth)Zwt(bH) + (<:>1)<b,mth)+<xi,h)zwt(bH+h))
i=1beF}

N
— 277’LN H pH,ziHi + (<:>1)(zl,h> Z (<:>1)(b,I1H >Zwt(bH+h)
i=1 beF7]

Si 7 < rmax, Pr a été calculé, donc les termes ont été mémorisés. Il manque
la moitié des termes, c.a.d. que pour compléter le calcul, il suffira de calculer les
sommes (<1)(7ih) Zbng(<:>1)<b’zth>th(bH+h).

Si 7 > rmax, Py n’a été qu'estimée. Le code (hy...h,, h)* est un sous-
code de (hy ...h,)*. Sile mot du code (h; ...h,)" obtenu par décodage de z;
appartient également & (hy ... h,, h)", Iestimation de PHx;mt Serala méme que
celle de pg ,, m¢; sinon il faudra calculer cette estimation.

Finalement, on choisira le h qui aura maximiser P, .

La deuxieme possibilité ne nécessite pas la consultation du buffer. Elle peut
s’avérer plus intéressante que la premiere en fin de reconnaissance lorsque la
dimension ne doit plus étre incrémentée que d’une unité ou deux.

En effet, il arrive souvent lors de cette phase, que le buffer ne contienne pas
de mots du dual n’appartenant pas déja aux candidats, les particularités com-
binatoires des objets considérés et des régions explorées dans le temps imparti
étant telles que seuls les moments correspondant aux éléments d’un sous-espace
vectoriel strict du code dual aient été détectés.

Supposons donc que la dimension courante du candidat pour le code dual
80it 7 > Tmax- A ce stade, on ne dispose pas seulement d’une base (hi...h;)
de ce candidat, mais également d’un ensemble de N mots (c;...cny) obtenus
par décodage des mots recus (z;...zy) relativement au code (hy...h, )", supposé
contenir strictement le code recherché.
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Sil’on incrémente la dimension de (h;...h,) en y ajoutant un mot h, il faudra
calculer un nouvel ensemble (¢}...cly) inclus dans (hy...h,, h)~. Pour tout i, si
(h,e;) = 0, alors ¢, = ¢;, sinon, il faut trouver ¢, € (hy...h,, h) proche de z;.
Mais puisque (hy...hy, h)t C (hi...hy)t, on a d(c), z;) > d(e;, 7).

Il parait intéressant des lors de décoder par liste: lorsque ’on décode z; re-
lativement & (hq...h,)", on ne renvoie pas seulement le mot ¢; optimal mais
’ensemble des mots de (hq...h, )" trouvés en cours de décodage a distance infé-
rieure & un seuil dg de x;. dg devra étre proche de n7, le nombre moyen d’erreur
de transmission par mot.

Vers la fin de la reconnaissance, si le candidat est bien inclus dans le code
dual, ’ensemble (¢;...cy) sera sirement tres proche de I’ensemble que l'on ob-
tiendrait par décodage avec le bon code, les surcodes de celui-ci de dimension
pas trop supérieure & la bonne dimension ne contenant probablement pas de
mots plus proches des x; que les mots de code transmis.

Il existe donc un ensemble tres proche de (¢;...cy) de dimension au plus k.
Réduire la dimension de (¢;...cy) & un nombre au plus égal & n &r &1 est
équivalent & incrémenter celle de (hy...h,).

La dimension de (c;...cy) est au plus n <r. On cherchera un sous-ensemble
J de {1...N} de cardinal maximal, tel que la dimension de {c;;j € J) soit au
plus n <r <1, Et 'on décodera les mots x; pour j ¢ J relativement au nouveau
code (cj,j € J).

On pourra ainsi calculer la vraisemblance d’un nouveau candidat, si elle
est satisfaisante, on calculera un mot h élément du dual du nouveau code, et
n’appartenant pas & (hj...h,). Sinon, on essaiera un autre sous ensemble J de
{1...N'} vérifiant la propriété requise.

Si ’on ne parvient pas ainsi a obtenir une incrémentation satisfaisante, c’est
sans doute que la reconnaissance est terminée.

4.4.3 Décrémentation de la dimension courante
hy

Soit H = | ! | une représentation du candidat span(hi...h,) = span(H).

by
S’il s’agit de décrémenter la dimension de ce candidat, c’est que Py a été calculée
ou estimée et ne s’est pas avérée satisfaisante. Nous voudrions alors, dans un
cas idéal, trouver le sous espace vectoriel de dimension r <1 de ce candidat qui
est le plus vraisemblablement inclus dans le code dual.

Or il existe une relation biunivoque entre I’ensemble des sous espaces vec-
toriels de dimension r <1 de span(H) qui est de cardinal 2" <1 (cf. [LN83],
p- 455) et ’ensemble des vecteurs binaires non nuls de longueur 7. On peut par
exemple considérer la relation suivante qui est clairement biunivoque: pour tout

d
v € F} non nul, ensemble S, o] {bH;b € F5/(b,v) = 0} est un sous espace
vectoriel de dimension r <1 de span(H).

Pour tout v € F}, on définit une (r <1) X r-matrice M, génératrice de
I’ensemble {bH;b € F5/(b,v) = 0} de la maniére suivante (v est une 1 x r



4.4. RECONNAISSANCE DE CODE 167

matrice de parité de cet ensemble): Soit i I'index de la derniére position non
nulle de v, et soit v’ € Fgfl le vecteur obtenu & partir de v en supprimant la
position i, la iéme colonne de M, vaudra v't, les r <1 autres colonnes de M,
constitueront une matrice diagonale. La (r <1) x n-matrice M, H constitue alors
une représentation de S,.

Il s’agit donc de trouver ¥ € F} tel que la probabilité pour que Sy soit inclus
dans le code dual soit maximale, donc tel que Py, g soit maximal.

Proposition 27 Pour tout v € Fj et tout b € Fj, on a:

DAL H bt = PH)b + PHb+v
v H,bMY 2

Démonstration: Par définition de pas, 7,0, 5, O a:

DMy = 3 ()M M) N () (70 (00 )

beF; ! S
Or {VM,;b' € Fy '} = {¥ € F5/(b',v) = 0}, donc:

PM,H,M,b = Z ({;}1)<b',b>zwt(b’H)
b EFT/(b ,v)=0

Par ailleurs, on a:

prp = 3 (es1)¥ 0w B
b €F

— Z (<:>1)(b’7b)zwt(b’H) + Z (<:>1)(b’7b)zwt(b’H)

b EFS/ (b ,v)=0 b EFY/ (b ,v)=1

PHb+v = Z (<:>1)(b'7b+v)zwt(b’H)

b €F3
_ Z NG PN Z (1) 0 0) o6/ 1)
b EF5 /(b ,v)=0 b EFY/ (b v)=1
On en déduit la proposition. O

Proposition 28 Pour tout v € F}, on a:

Nup
_ DH,b + PH,b+v
P —9 nN > s
beF}
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Démonstration: On a:

—nN N
Puyuw=2""N ] pamp™ere

beF; !

On sait que vM! = 0, donc pour tout b € F} on a bM! = (b + v)ML. Si
on énumere les bM! € Fg’l pour b € F], on comptera deux fois chaque
élément de F5~'.

P N
On en déduit que Hbng Pumpm: MM = (27N Py )2

Or Ny, mome = Nup + Nmpio car, quel que soit x € Fy, on a:
(M,H)z' = M,b' & (Hz' = b" ou Ha' = (b +v)")

Donc:

nN 2 N+ Nototo
(2"% Par, mr) HvaH7be, e

bEF

H <pH7b + PH b+v
2

bEF]

N N v
H PHp + PH b0\ H P+ PHb+o \ 0T
2 2

bEF] bEF]

2
N
_ H <pH,b +pH7b+v> e
2

bEF]

) Ny bv+NH bt

Les quantités en jeu étant toutes positives, on en déduit 1’égalité proposée.
O

Nous sommes maintenant mieux préparé a trouver v € Fj tel que Py, g soit
maximale.

Supposons d’abord que r < rpyay, tout calcul de coit inférieur & Ng2™rn
est alors envisageable. Si un calcul de coiit 22"rn ’est aussi, on mettra alors en
mémoire tous les pgp (b € F5) (remarquons que puisque r < rmax, Pr a été
calculé, ainsi qu’une partie des pg,p, si ce n’est tous, il semble opportun de les
mémoriser & ce moment).

Pour trouver ¢ € F} qui maximise le produit Hbng(pHJ) + DPHp+v) TP, ON
pourra donc tester chaque v € F7, le cotit de calcul dudit produit étant alors
majoré par Ny additions et multiplications.

Si le coilit maximal est compris entre Nz2"rn et 227rn, on se reportera au
Cas T > Tmax OU bien on procedera comme suit.

On dispose en tout cas de Ng des pg,p, suite au calcul de Pg. On estimera
les autres et 'on mettra tout cela en mémoire. Il sera alors encore envisageable
de tester chaque v € FI, le colit de 'estimation de Hbng (P + PHpio)VEE

)N
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étant majoré par Ny additions et multiplications (on ne s’occupe pas des b tels
que Ny = 0).

Supposons maintenant r > rmax, tout calcul de cout supérieur & M2"rn est
alors inenvisageable. En particulier, Py n’a pu étre qu’estimé.

Tant que le nombre total de pg,;, estimés est tres inférieur a 27, les collisions
sont peu probables et chaque v que ’on voudra tester demandera ’estimation
d’environ N nouveaux pg,;. La proposition 28 ne peut donc pas rendre le test
d’un v beaucoup moins cotiteux que l'estimation de Ppg; le calcul direct, d’ordre
r <1, de Py, g parait donc préférable.

Il s’agira de toute facon de limiter le nombre des tests. Appelons @ le v
optimal que nous aimerions trouver. De part la forme de la matrice M3, les mots
h; (1 <1 < r) figurent en ligne dans la matrice M3 H si et seulement #; =0 . On
en déduit, puisque ¥ est optimal, que les sous-espaces vectoriels que ’on peut
former avec les combinaisons linéaires des mots h; tels que ¥; = 0 présentent
une vraisemblance en principe plus élevée que celles que ’on obtiendrait en y
mélant des h; tels que v; = 1.

Le calcul des vraisemblances de candidats span(h;,j € J) (J C {1...r}) peut
donc apporter de 'information sur la valeur de 7.

On appliquera une procédure d’incrémentation (non déterministe) pour trou-
ver un sous-ensemble J maximal de {1...r} ayant une forte vraisemblance; et
I’on testera le v de support le complémentaire de J. On répetera 'opération un
certain nombre de fois et ’on gardera le meilleur v.

Si ¥ est finalement le r<uplet retenu, on calculera, si ce n’est déja fait, la
représentation My H et la vraisemblance du nouveau candidat. Si cette vraisem-
blance est satisfaisante on passera la main & 'incrémentation, sinon on décré-
mentera a nouveau.

4.4.4 Exemple d’algorithme

L’algorithme dispose d’un buffer de taille T aussi élevée que le permet la
mémoire disponible, contenant des couples (h, hX?), et initialement vide.

Nous supposerons qu’un générateur de moments de poids faibles tourne en
permanence sur un processeur parallele, et alimente le buffer chaque fois qu’il
trouve un couple (h, hX*) de vraisemblance (1&z™(h) )wt(hX") (14 pwi(h))N—wi(hX")
supérieure & un seuil S assez bas pouvant étre mis & jour une fois le buffer plein.

Les éléments du buffer sont triés de deux manieres différentes: par ordre
lexicographique sur h et par vraisemblance décroissante. Lorsque le buffer doit
étre libéré de 'un de ses éléments pour laisser la place & un nouveau, on choisit
celui qui minimise la vraisemblance.

On considere n<kmin familles F; (i = 1...n<kmin) de candidats. Pour chaque
1, la famille F; contient un nombre m; de candidats de dimension i. On calcule
la vraisemblance de chaque candidat. Les candidats sont initialement vides. Les
couples (h,hX"), combinaisons linéaires d’éléments du buffer, générés par les
calculs de vraisemblance viennent eux aussi alimenter le buffer. Par ailleurs, par
souci d’économie, les calculs de vraisemblance puisent dans le buffer, lorsqu’ils
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y figurent, les couples (h, hX*) dont ils ont besoin (ceci justifie le tri par ordre
lexicographique et la grande taille du buffer).

Pour i < rpax, un candidat H € F; est représenté par la totalité des couples
(h,hX?) avec h € H, les i premiers couples (hy, h1 X?)...(h;, h; Xt) étant tels que
hi...h; constitue une base sous forme échelon du candidat.

Pour i > ryax, un candidat H € Fj est représenté par une base (hy...h;) sous
forme échelon, et pour tout j = 1...N, par un ensemble C? de mots de (hy...h;)*
& distance inférieure & K;n7 de z;, K; sera proche de 1 et sera & paramétrer
(pour 7 = rmax, les deux représentations sont utilisées).

Le buffer peut étre considéré comme étant la famille F}. Toute famille F; est
triée par vraisemblance (calculée ou estimée) décroissante.

Pour construire un nouveau candidat dans Fj; (j > 2), on choisit simplement
un élément de F;_; de maniére aléatoire pondérée par la vraisemblance et, de la
méme maniére, un élément de F; n’appartenant pas au précédent. Les familles
sont continuellement mises a jour, leurs éléments les moins vraisemblables étant
libérés au fur et a mesure.

Au bout d’un effort de calcul paramétrable, raisonnable mais en rapport avec
la difficulté du probleme (dépendant de n et de 7), on arréte les mises a jour. On
essaye alors d’incrémenter par la deuxieme méthode la dimension des candidats
de dimension supérieure ou égale & n < knax < 3. Finalement, on retourne le
candidat de dimension comprise entre n < kmnmax €t n < knin qui maximise la
vraisemblance.

Conclusion

Ce long chapitre termine notre étude. Il y est défini une solution aux pro-
blemes posés, valable pour une part importante des «cas réels». Ou plutot, nous
avons vu en quoi devait consister une telle solution, nous avons fait I'inventaire
des outils & utiliser, des dangers a éviter et nous avons illustré ces considéra-
tions par des exemples d’algorithmes... Mais les «cas réels» sont spécifiques a
un contexte, les solutions dépendront également de la puissance de calcul dis-
ponible, et nous ne saurions proposer une solution générale.

Pour finaliser un produit, les exemples d’algorithmes que nous avons donnés
pourraient s’avérer suffisants, & condition toutefois de dimensionner convenable-
ment tous les parametres laissés en suspens. Pour ce faire, la théorie se révele
inadéquate, ’observation, le bon sens et l'intuition permettant d’améliorer les
algorithmes & une vitesse trop élevée pour que la théorie suive.

L’implémentation des algorithmes et le dimensionnement des parameétres
nécessiteront une étude et une batterie de tests volumineuses, qui ne relevent
guere de la science. Cependant, tout est donné ici pour les mener & bien.

Les implémentations testées, correspondent au cas défavorable ou ’erreur de
transmission est répartie de maniere homogene sur le train binaire, ou le code
utilisé est aléatoire ainsi que les messages & encoder et out ’on ne connait ni
la longueur ni la synchronisation. Il s’est avéré que la probabilité de détecter
une structure dans le train binaire en moins de quelques dizaines de secondes
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de calcul, et avec une probabilité de fausse alarme (empirique) négligeable, est
assez élevée (> 90%) dans les conditions suivantes:

Le code doit étre de longueur inférieur a4 1000. Les mots de code doivent
contenir en moyenne moins de K (R) erreurs, K (R) dépendant du taux de codage
et ne dépendant pas ou tres peu de la longueur. On a relevé les valeurs suivantes:
K(0.2) =6, K(0.5) =3, K(0.8) =~ 1.5.

La probabilité de reconnaitre le code semble suivre la méme regle avec des
valeurs différentes pour K (R): K(0.2) =~ 3.5, K(0.5) ~ 2.2, K(0.8) =~ 1.2.

L’erreur la plus fréquente porte sur la dimension du code reconnu: Il manque
une relation de parité.
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Conclusion

Nous avons mis en perspective les différents problemes posés par la détection
et la reconnaissance de code. On en viendra a bout de maniere d’autant plus stire
que ’on a une bonne connaissance des probabilités a priori auxquelles obéissent
les sources possibles du train binaire.

Nous avons montré que la réduction de rang, probléme plus simple (car on
suppose que la longueur, la synchronisation et la dimension ne peuvent prendre
qu’une valeur) que la détection optimale ou la reconnaissance & maximum de
vraisemblance de code était NP-complet.

De fait, on ne saura résoudre ces problemes qu’a la condition que le nombre
moyen d’erreurs affectant un mot de code soit majoré par une constante (ne
dépendant pas de n).

On a tres peu parlé du fait qu’il est souhaitable de travailler sur une portion
«propre» du train binaire, et de la détection ou de la reconnaissance dans le
cas ou le train binaire est dépourvu d’erreur. Dans ce cas de toute facon, le
probléme posé est trivial.

Il nécessite cependant de considérer une portion connexe et dépourvue d’er-
reurs du train binaire, de longueur évoluant comme le carré de la longueur de
bloc du code utilisé. Or les codes linéaires binaires utilisés présentent généra-
lement une longueur de bloc supérieure & 100 (ce qui rend le probleme fort
différent de la détection de code convolutif). Et il est alors fort peu probable
qu’une portion connexe du train binaire de longueur convenable soit totalement
dépourvue d’erreur.

Si 'on considere que le train binaire est entaché d’un petit nombre d’er-
reurs, la longueur de train binaire nécessaire pour résoudre le probleme est alors
augmentée, ainsi par conséquent que le nombre d’erreurs, et ainsi de suite... Fi-
nalement, il faudra bien se ramener au cas ou l'on considére un nombre moyen
d’erreurs par mot de code.

Une étude relevant de la théorie des codes reste a faire: la reconnaissance
de structure dans un code reconnu: s’agit-il d’un code de Goppa, d’'un BCH
raccourci ou poinconné...? Peut-on s’en rendre compte par simple examen d’une
matrice génératrice?

Les codes g-aires, avec ¢ une puissance de 2, sont souvent utilisés sous forme
de codes étalés (un symbole g<aire, avec ¢ = 2™, est transmis sous forme de
m bits, le code étalé est un code linéaire binaire). Pour des erreurs réparties de
maniere homogene sur les bits, ils sont généralement moins intéressants que les



174 CHAPITRE 4. CAS GENERAL: CONTRAINTE DU TEMPS

codes binaires, mais ils permettent de corriger les «bursts» d’erreur, lesquels se
concentrent sur un nombre restreint de symboles g<aires reconstitués a partir
des bits, et sont en outre rapidement décodables. Pour ces raisons les codes
utilisés sont souvent des codes étalés.

Le code reconnu est-il un code étalé? Quelle est la taille de 'alphabet, la
synchronisation des symboles? Le code g<aire correspondant est-il un code
géométrique, un Reed-Solomon généralisé...

Il est possible d’apporter une réponse (par un algorithme) & la plupart de ces
questions (je ne I’ai pas fait moi-méme part manque de temps). Elles relevent
également du probleme de détection et de reconnaissance de code. Elles de-
mandent une certaine expertise en théorie des codes, et un étudiant de troisieme
cycle spécialisé dans ce domaine pourra en quelques mois de travail résoudre un
certain nombre d’entre elles...

Enfin, un probleme d’intérét majeur, pour que la détection et la reconnais-
sance puissent capturer une part beaucoup plus importante des cas réels, serait
de pouvoir traiter le cas des codes entrelacés.

Il m’a semblé que le cas général était hors de portée de I'informatique: 1’en-
trelacement porte sur de grandes longueurs de train binaire, il doit étre inversé
avant la détection, or je n’ai trouvé aucune heuristique reconstruisant en temps
raisonnable le bon entrelacement et le nombre de possibilités excedent les com-
plexités algorithmiques acceptables... Et méme si ’on pouvait reconstituer des
mots de code, d’une part ceux-ci seraient dans un ordre aléatoire, d’autre part,
et c’est plus ennuyeux, on ne pourrait reconnaitre le code que modulo ses per-
mutations.

Une solution peu satisfaisante pourrait consister & faire 'inventaire des en-
trelacements normalisés et & tester ces derniers, ou bien & considérer une famille
d’entrelacements particuliers... Peut-étre y-aurait-il quelque fructueuse méthode
si 'on abandonnait I’hypothese que les bits de la source valent 0 ou 1 avec la
méme probabilité et sont indépendants...
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Conclusion générale

Il a été question de décodage dans un premier temps, puis de détection et
de reconnaissance, le tout appliqué exclusivement aux codes linéaires binaires,
et sans accorder de traitement particulier & quelqu’un d’entre eux.

Shannon a déterminé lefficacité maximale d’un codage de canal (fonction du
canal, du taux de codage et de la longueur de code); il s’avere qu’elle coincide
avec D'efficacité moyenne pour une plage importante des parametres. Il parait
donc peu probable que I'on puisse définir une famille de codes linéaires binaires
a taux constant, combinatoirement exceptionnels, qui offrent un pouvoir de cor-
rection supérieur a la moyenne.

En dehors du troisieme chapitre, I’étude entreprise sur le décodage est une
synthese qui devrait amener le lecteur & se convaincre que la correction d’erreur
se repose sur les propriétés «banales» des codes linéaires binaires, et non sur des
exceptions combinatoires, et que si les exceptions combinatoires étudiées par
les mathématiciens permettent de définir des algorithmes de décodage efficaces,
elles offrent en revanche un pouvoir de correction d’erreur généralement inférieur
a celui qu’ont les codes aux propriétés combinatoires moyennes, et qui sont
difficiles & décoder.

Cette étude permettra aussi au lecteur de s’approprier les techniques algo-
rithmiques permettant de réduire la complexité du décodage de codes linéaires
binaires aléatoires, et de mesurer la complexité minimale de la résolution de ce
probléeme par les techniques connues & ce jour. On constate encore la supériorité
de ’aléatoire, auquel les algorithmes les plus efficaces ont largement recours.

Le troisieme chapitre, traitant du décodage souple, apporte quant a lui des
éléments introuvables dans la littérature, et montrent le double intérét de 1’in-
formation souple: augmenter le pouvoir de correction et réduire la complexité
du décodage. Les perspectives ouvertes par les solutions proposées au décodage
souple quasi-optimal sont importantes car les transmissions numériques les plus
courantes pourraient en bénéficier.

Nous avons ensuite étudié les problemes de détection et de reconnaissance.
L’étude probabilistique sous-jacente, malgré les efforts déployés pour la clarifier
et la ponctuer de considérations & la lecture moins fatigante, est volumineuse
et trouble. Il est apparu plus intéressant de la corroborer par des simulations
que de la rendre parfaitement consistante (et du méme coup beaucoup plus
volumineuse).

Bien que tres différents du décodage, nous avons vu que la résolution opti-
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male de ces problemes exigeait des techniques algorithmiques tres proches de
celles utilisées pour le décodage (diagonalisations, poingonnage, séparation des
syndromes, tris, boites...). Par ailleurs, la reconnaissance de code utilise abon-
damment le décodage par les codes candidats.

Ces deux problemes sont d’autant plus difficiles que le code utilisé est long.
Les solutions proposées fonctionnent parfaitement, en temps raisonnable, et avec
des probabilités de détection et de fausse alarme acceptables, tant que le nombre
moyen d’erreurs par mot de code reste majoré par un certain nombre (décrois-
sant avec le taux de codage, depuis quelques unités jusqu’a zéro), indépendant
de la longueur.

Une fois encore, le non-déterminisme et le pseudo-aléa sont primordiaux et
irréductibles pour une bonne résolution de ces problemes. Cette these illustre
donc de maniere assez éloquente 'importance de ’aléa, qui est actuellement au
coeur des sciences de l'informatique et de la complexité, et se révele indispen-
sable ou du moins utile & ’accomplissement automatisé de bien des taches ou
on ne l'attendait pas.
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Abstract

Three problems, related to the transmission of a numeric signal and
to error correcting codes, are treated. We only study the case of a binary
stream (possibly with soft information), and of binary linear codes.

The first and most usual one, the decoding problem, has been abun-
dantly treated in the past, and from very different points of view. Our
main goal is the best possible utilization of the channel. The decoding
complexity comes immediately after.

For this reason, we study long general (random) binary linear codes,
which presents the best spectral properties, and their near-maximum-
likelihood decoding, nearing the lowest error rates while faster than com-
plete decoding.

The ambition of designing the fastest algorithm succeeding in such a
decoding has continually guided the bibliographical choices and the ap-
proach. Eventually, an algorithm is proposed which actually seems to be
the the fastest one so far.

On the other hand, the two other problems: the detection and the re-
cognition of a code, are original, very little literature having been hallowed
to them. They consist, observing a binary stream outcoming from a noisy
channel, in deciding wether a binary linear code has been used to carry
the signal (detection), and in case of positive decision, in determining the
code in question (recognition).

We prove the NP-completeness of the subsequent decision problem. We
then consider a broad class of problems comprising those we are interested
in: the detection and recognition problems. And we study what should be
the right way to solve them.

Lastly, we design solutions with a concern for optimality and genera-
lity, as well as a certain pragmatism. But these solutions are perfectible
by nature, and are suggested only once the tools are given, that allow one
to design his own solution.



