
ENSMP MIG – 2002

Mig « Commande »

Séance no 4 – 4 décembre 2002

M. Kern

Les scripts utilisés dans cette session peuvent être téléchargés à l’URLhttp://www-rocq.
inria.fr/~kern/Teaching/ENSMP/Mig02.html

Exercice I Conditionnement d’un système linéaireSoit le système linéaireAx=
b, avec

A =


10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

 , b =


32
23
33
31


1. Résoudre le système (commandex=A\b).

2. Calculer la décomposition en valeurs singulières deA = UΣVt , et le conditionnement de
A. Les commandes Scilab correspondantes sont :svd, cond.

3. On perturbe le système en ajoutant àb le vecteurδb = 1/5v4 (un multiple du vecteur
singulier associé à la plus petite valeur singulière deA, de façon que||δb||/||b|| ≈ 3/1000).
Il se calcule en Scilab pardb=v(:,4)/5. Calculer la nouvelle solutionx+ δx

4. Calculer
||δx||/||x||
||δb||/||b||

, et expliquer ce résultat (comparer avec cond(A)).

Exercice II Stabilité rétrograde de la factorisation de Cholesky Prendre une
matrice triangulaire aléatoireW (commande Scilab :W=triu(rand(50,50)). Calculer la ma-
trice A = W′W, puis le facteur de Cholesky deA (la commande ScilabR=chol(A) renvoie une
matrice triangulaire supérieure). Il est possible que vous obteniez un message d’erreur signalant
queA n’est pas définie positive. Dans ce cas, recommencez !

On définit ensuite la matriceR1 par R1 = R+ 10−6δR où δR est une matrice triangulaire
supérieure aléatoire à éléments dans]0,1[, (en Scilab,R1=R+1e-6*triu(rand(50,50)).

Comparez les quantités‖W−R‖/‖W‖ et‖W−R1‖/‖W‖, ainsi que‖A−RtR‖/‖A‖ et‖A−
Rt

1R1‖/‖A‖. Qu’observez-vous ?
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Exercice III Complexité de la factorisation LU Le scriptlinbench.sce (tapez :
exec ’linbench.sce’) permet de mesurer la complexité de la factorisationLU . Il effectue une
factorisation sur une suite de matrices aléatoires de taille 50 à 500 (par pas de 50). Le graphique
représente le temps d’exécution en fonction de la taille (en échelle log–log, il s’agit donc ap-
proximativement d’une droite, de pente « théorique » égale à 3).

Exercice IV Lissage polynômial On cherche à approcher une fonction par un poly-
nôme de degré donné, en minimisant l’écart quadratique entre la fonction et le polynôme. Soient
(ti)i=1,...,m les points où la fonctionf est connue. Notonsn le degré du polynôme, et(x j) j=1,...,n

ses coefficients.
Dans cet exercice, on prendf (t) = exp(sin(4t)) sur[0,1], avecm= 100 etn = 15.

1) Montrer que la matrice et le second membre du problème de moindres carrés correspon-
dant sont donnés parAi j = t j

i , zi = f (ti). Ces formules se traduisent par le code Scilab suivant :

t=(0:m-1)’/(m-1); A=[];
for i=1:n, A = [A t.^(i-1)]; end
b=exp(sin(4*t)); b=b/2006.7874531048527;

La valeur « magique » ci-dessus est la dernière composante de la solution « exacte » (calculée
par Maple). Ainsi, on doit trouverx15 = 1.

2) Comparer les solutions obtenues par les quatre méthodes suivantes :

1. Équations normales (x1=(A’*A)\(A’*b)) ;

2. AlgorithmeQR([Q,R]=qr(A); x2=R\(Q’*b);) ;

3. SVD deA ([U,S,V]=svd(A); x3=V*(S\(U’*b));) ;

4. Algorithme par défaut de Scilab (x4=A\b;).

Comparer graphiquement les données « experimentales » avec les différentes prédictions
(remarquer qu’elles se calculent parA*x, oùx est l’une des solutions calculées ci-dessus.

Exercice V SVD et compression d’imageUne image (en niveau de gris) peut être
considérée comme une matrice dont chaque élément est la valeur du pixel correspondant (ramené
dans]0,1[). NotonsA cette matrice, et soitA = UΣVt sa décomposition en valeurs singulières.
Pour 1≤ k≤ n, notonsΣk = diag(σ1, . . . ,σk,0, . . . ,0), et remplaçonsA parAk = UΣkVt .

Comment stocker économiquementAk ? Quelle est l’économie réalisée ?
Le scriptimcomp.sce (tapez :exec ’imcomp.sce’) lit une image, calcule la SVD de la

matrice correspondante, et représente les images obtenues en ne gardant que les quelques plus
grandes valeurs propres. Il quantifie l’erreur commise, et l’économie réalisée. Il représente éga-
lement les valeurs propres de la matrice (en échelle semi logarithmique).
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Exercice VI Ajustement de donnéesLe site http://cdiac.ornl.gov/trends/
temp/jonescru/data.html rassemble des données liées à l’environnement. Nous allons étu-
dier l’anomalie moyenne de la température annuelle globale. Elle s’obtient en retirant la tempé-
rature moyenne (14◦ C) des années 1961 à 1990.

Téléchargez le fichiertemp.dat, et affichez les points correspondant (on change l’origine
des temps pour améliorer la stabilité numérique) :

tmp=read(’temp.dat’,145,2);
years= tmp(:,1)-1856; temp=tmp(:,2);
plot2d(years, temp,style=-1);

1) On cherche tout d’abord à ajuster les données à une droite. Calculer les coeffients de la
droite de régression (voir l’exercice précédent, noterA2 la matrice etx2 le vecteur des coeffi-
cients). Calculer, et afficher le vecteur des résidus (temp-A2*x2).

2) On cherche ensuire le polynôme « optimal » de degré 5. Le modèle est de la forme (θ est
le vecteur des températures) :

θi =
6

∑
k=1

xkt
k−1
i , i = 1, . . . ,m

Reprendre la question précédente (noterA6 la matrice etx6 le vecteur des coefficients).

3) Pour évaluer la qualité des approximations, calculer les quantités suivantes :
– le carrés de la norme du résidu SSR= ‖θ−Ax‖22 (valeur du minimum).

– Le coefficient de détermination: R2 = 1− SSR

∑m
i=1(θi− θ̄)2

, où θ̄ est la moyenne des obser-

vations.
SSR représente la variation autour de la solution, etR2 est le pourcentage de la variance

expliquée par le modèle.
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